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��� �����	� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ������� �	�����	������ 
�� �����	� �� �	������������
���������� !
��� ��� "�����# ���������	 $��#������������ � � � � � � � � � � � � � � �%

����� &��������	 $��#��	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� 
������ ����� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��% ���	������������ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��%�� ��������� ����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%
��%�� "����	
#���� ����	 ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��%�� ��� �������� ���	����'(	��
#���� � � � � � � � � � � � � � �)
��%�% *��+,�	#� �� ��	 ���	��������# � � � � � � � � � � � � � � �-

� ������� ��� 
�	���������� ��
��� .���	������	�� /�	����0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� 
������ 
�� �������� #�����
��	�����	 ������� � � � � � � � ��
����� $����
���� �� 1���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ��	 
������23��	���	 T � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%
����% ��	 4��	�����	23��	���	 G � � � � � � � � � � � � � � � � � �%
����5 ��	 ��������23��	���	 S � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5
����� ��	 (	�6�#�����23��	���	 P � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����) 
���	#
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

7
����
���28�����
�� ��	 {hm} � � � � � � � � � � � �)
9��	����������#���������� 
�� �� �	��+��	��	#��� � �)

��	�:��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-

��� ���#	��� �	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!
����� ���#	������	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!
����� �#����	
�� 
�� 
�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � %;
����� 
������ 
�� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %;

���#	������	
�� ��	 7��� � � � � � � � � � � � � � � � � %�
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���#	������	
�� ��	 �#��� � � � � � � � � � � � � � � � %�
��� 4
���	����
���� 
������� =4$
> � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %�

����� 8���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %)
����� ��,������� 
�� 1������� 3��	���	�� � � � � � � � � � � %-
����� 8���� ������ ��� W '$�
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � 5;
����% $��������23��	���	 J � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5�
����5 ?����	#��@+������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5�
����� /(��#��0'7�	���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5%

� ��������������� ���� ��
%�� A�	�	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5�
%�� 4������������� ����'������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5)

%���� 8�	����
�� ��� 4��������������
� � � � � � � � � � � � � 5-
�	������� ��������	 A�	�����	 � � � � � � � � � � � � � � � � �;

?����B�	����� ξ1 ��������� .��
��� ���
�	B�	����� ξ2C ��
���
�	B�	����� ξ2 ��������� .��
��� ?����B�	����� ξ1 ��

%���� (���������	��� A�	������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
%���� $��#��	 ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5

%�� �:��	���������� ����'������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
%���� �:��	���������� 4����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)
%���� �� �	������ ����� #�����
��	������ �������C "���
����	'

$������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!
%���� 4
���'	����
���� 
������� =4$
> ��� D��	 9�B����� ��� 8���� )%
%���% �� �	������'.�����
���'������ ��� ��	 4$
 #����	
��	� � )�
%���5 �:��	��������� E��	�	��
�� ��	 
������ � � � � � � � � � � )�

%�% $�
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -�
/9�B���� ��	��#���0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � -�
/8���� (
	�
��0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -%

� ���������� � 
5�� ��
�
�� B�� 8���� ��� (	�+���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � --
5�� F
���������	�� 
�� D����	�'$�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � -!
5�� 
���	#
�� +
	 "����	
#���� ��	 ������'��������� � � � � � � � � !;
5�% ����'������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

5�%�� �:��	���������� ����'������ � � � � � � � � � � � � � � � � � !�
5�%�� 4������������� ����'������ � � � � � � � � � � � � � � � � � !%

5�5 
���	#
�� +
 �������#������ $�������	
���� 
�� ������ � � � � � !5
5�� 

�����# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !-
5�) 
���	#
�� +
	 "����	
#���� ��	 ������'��������� � � � � � � � � �;;
5�- 4������������� ����'������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �;�
5�! 9�B����� B�	�
� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �;�
5��; 
���	�#�� 8����	���
�� ��	 �����#������� $�������	
���� � � � � � �;%
5��� ������'����� 
�� ����	'����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �;5

<<



5��� (����#������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �;5
5��� "���
����	 4�G � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �;5
5��% �:�����+ ����	 ��� ��� ����� ���,����� � � � � � � � � � � � � � � � �;5
5��5 �����'�������H	��I �����'�����	�� 
�� "�
�����H� � � � � � � � � � � � �;5
5��� "��	��������	�����	������ �
� ��� $���� (����# � � � � � � � � � � �;�
5��) &�������B��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �;�
5��- 
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���� +���	��� �	#������� ���	 ������� ������� ���I ��G ��� ��� �����#��������

�� ���������� .����+�HG��#����� 
���	������� 4����� �
�� ��� �����#��������

�� ���������� 4������� ��������	� ,�	��� #J����� ����� �	#������� ��� +
	
,���	��������� 9������B�	���	
�� ���	 ����������� ������� �� ������ K��	�
�'
��	� �����	�I 
�� �� ����� ���� ���+� 9���������������+������� ���,��#��� ,��
8��������I 8�������# 
�� ��
�	���� 7�����������I <��
������� ��,�� ���,��#'
�
�����������I �� ����� ���+�L����� 9����� 
�� ���+�L���� 4������# +
������'
���	���� ����� ��� ����� ��+,������ ��� 
������B�	���	�� ��,��� ���,��#���I ���
6���� �����	 ����������� ����	 ��� ������� ���#�	
� B�� �:��	���������� 1���	'
�
��
���������#�� +
��,����� ,�	��� #����


��� ����� �������+������� ����� ��B�� �
�I ��G ��� ���� ��� 2 �� �������������
����� 2 �������� �����H������� ��� ������� ���� �
� "���������� =8�
�������>
�
�����
�I ,�� +�8� 
�����H
	�� ���	 *
#������� �� ��	 8��������I 7����� �� ��	
7�����������I 
���#J	��	 �� ��	 <��
������� ���	 3	���� �� ��	 ���,��#�
������'
�����I ��� �
��	
�� ��	�	 ���+�L����� 9������,�	#
�� ���� ��������� ?
�#����
�	������I 
�� ��� ��+
 ����	H��I ��G ��� �� ��	�	 1����
�� �:�����	�� #J����� ���
8�
������ ���� �� ��� ������������ �������� �� B����H�����	 9���� B�	���+�� <�
.�������+ +
 ��� #���������� ���+������� ��	 (����# 
�� &�����I ,� �H
L� ���
������# ������������ ���I ������ �� ������ #�����:�� �������� ��� A�	���+
��
��� B�	��		������� $����� ��� A�	���+
�� ��	 7����� �� .���	� ������ ���	��	 ���
�:�	���� 8������� ��	� �� ���� �
	 ,����� 7�������� =*�
	����>I ��� ���	 �����	�'
��� B�	���+� ����� ��� ?
�#��������H� ��� ������� ��� ������� �� ��	 A�	���+
��
=��	 &�������B���> +
 �
�����

��� ������������ ������� �����+�� ���� ���� ,����	� ,������� ������������ ���
#J���� �
	 �� ����	 ���������� 1����
�� �:�����	��� ��� ���� 
����
������H�'
���I ,��� ��� �
� ��	 1����
�� ��� � �
������� 
�� �� ����� ������� �������
����� ����������� ���	�#��	����	� ��� ��� /� ���0 �������I ���� ��� �������I �
	��

�



��� ��� ��	�������	 ?�
G M��G�� �
G� ��� ����	�� ��	 ���	��������# �		�B�	��'
���	 (	�+���� +���� ND�#-�O 
�� N(	�%)OI ��G B�	���+��I � ��� �������I �
	�� ���
��� ��H�����	 ?�
G M��G�I ������B� ���	�����	��
#������������ �
�,����� #J�����
9������� ��� ������ B�� ������B�	 +
 ������B�	 ���	�����	��
#����I H���	� ����
���� ������B�	������ �	�������� �� ������� ��� B�	��	 +������� �������H	�� ������
������ ��� #��������	 
�����
�� +
 ���,������ ��� �����'�����	�� 3�+����������
,�	��� �H
L� �
	 B�� ����� �
�'������ ��� ������� �
������	�I ,H�	��� ����
��� $��������� +������� ���� �������H	 B�	�H���

8���������� ������� �����+�� ��� ,����	� ���	�#��	�������� ����������� ���'
��	�� =/�����0>I ��� ����� ��� (�	�����	 ��	 1����
�� ������� ��� 4�G,�	��
,�	��� ���� �� ���������	 9���� 
������+�I �� ��G ��� ������ �
� ��� 1���'
�
�� 	�����	�� #���� ��� �������	�	 �����	I ��	 ����� ����� ���I ��� ��� �������	�
<� ��� �������	 ���� �������	,���� �	�������� �
� ��	 A�	���������� ��	 1���'
�
�� �����	������I ��� ��� 8���	� ,����	 �#��B��	� ,�	��� #J����I ,�� �� B�� ��	
�	��
�����+ ��#���� ���� D��	�� 
���	�������� ���� ��� #���������� ������� ��	
(����# 
�� &����� B�� ������������� ��� ����� �
	 ��� �	����	
���B�	�J���
�� ��	� 1����
�� ���	 ����� ��L��������� #
	+�� 7���	�
�I �� ��G ��	 A�	������
�
	�� �� �	������������
���� �����	����� ,�	��� #���� ��� �� �	������������
�'
��� ����� ����� ��� 4����� +
�	
���I �
� ��� ��� ���������� ,�	��� #J����� ���
(	����� ������� ���� ��	��I �J�
���� ��� �� �	������������
���������� +
 L�'
���� 8�� #�����:�� ������������ �������� ����� ��� (	����������
�� �H
L� ��I
��G ��� ������ ���������� =���� ��������> ,�	��� #��� 
�� �
� ��� 8������'
�
����	��������� $��#�������� �
� ��� ������ �+,� ��� ��������	
#�
	 ��+����
,�	��� ������� ����	 ���� �� ������ 8�	���� �
�� B�	+
��,���� 
�����������'
��� +
 L����I ��� 

������ ���	 ��� ��	
#�
	 �+,� ��� A�	���+
�� =&�������B�'
��> ������� �� ���� �
� ����� 4�G������ ��� <���	�������� +
 �:�	����	��I ���


������ ���	 ��� ��������	
#�
	 ������I ��� ��� ������ �	+�
�� ����� #J�����

<� ��	 B�	��������� 
	���� ,�	� B�	�
���I ������ 7��� 
���	 A�	,���
�� ��	
������������� ��� /�	����0 �� 8������� B�� $���:��������+�������� �H��	+
#��'
���� ����� ,
	�� ,�� ����� B�	���������

<� "������ /7
	 ��	
#�
	 B�� ��������0 ,�	� ��	 �����	� ������� ��������
�
���+����I ,�� ��� D���� ��	 *��+,�	#�
�#���� ��� ���������� ��	 ���� ���#�	�����
������
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d
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Λ(i1) Λ(i2) Λ(i3)
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−L1σ R3 + L1σ −R3 Λ(u)− L1 i1(0) + L1 i2(0)
−R2 −R3 R2 +R3 + L2σ L2 i3(0)
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H(jω) ������ ������� ��� �����	� "������������ �	������ ,�	��� #J����� 
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�����	 
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 ,�	� ��� 8������� ��� ��� ,������������ ���
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S0 −→ S

ea + S⇀↽ eas −→ ea + P R1,R2

ee + S⇀↽ ees −→ ee + P R3,R4

ee + k⇀↽ eak −→ ea + k R5,R6

ea + d⇀↽ ead −→ ee + d R7,R8

ke + 2P⇀↽ k R9

P −→ P0

=�'����>

���	�� ���� S = �
���	�� 
�� P = (	��
#�R ea, ee, k 
�� d ��+����
Ri (i = 1 . . . 9) ��+������� ��� ���+����� $��#�������
S0 
�� P0 ������� ��� (��� ��	 

������' 
�� ����	��
#�� ��	�

��� ������ �HG� ���� �
�� ����	����B ��	�������C

S0 −→ S + ea ⇀↽ eaS −→ ea +

+ ee ⇀↽ eeS −→ ee +
P −→ P0 ee + k⇀↽ eek −→ k +

+ d←− ead⇀↽ d +
ea

ke + 2P⇀↽ k

<� 4����� ,�	� ��� S0 #���������� ���� P0 ���	���	�I ,���� ��� "�������
��	����� ���,���	 �
	�� ��� ��+�� ea ���	 ��� ��+�� ee �	������ ��� ������
��+����	��� ea 
�� ee #J���� ,����	
� �
	�� ��� ��+��� d 
�� k ���������	
���	���	� ,�	���� ������G���� ����� ��� ��+�� k �� .�������,���� ��� ��� (	�'
�
#� P �� ��� �� +,�� (	��
#�����#��� ������ #��� 
�� ���� �� ��� ���#��B�
?�	� ke ���	�����

�����	 $��#��������������
� �HG� ���� ����������� �� ����� .	����� ��	'
��������

��� ��	 4������	���� �����	�������� .�����
���� �	����� ���� �
� ��	 .���'
����� .�����
��

dG =
∑
i

µi d ni =�'����>

,���� µi ��� ��������� (�������� 
�� ni ��� ����������+��� ��	 �
�����+ i ����
.	
����	� ��� ��� �
��� ���� ���������� 1��H�+��C

dG =
∑
j

Aj d ξj =�'���%>

,���� Aj =
∑
k µk ��� 
@���H� ��	 ���������� $��#���� j 
�� ξj ��	� $��#��'

�����
�+��� ����
����� �	���� ���� ��� 4������	���� ��	 ��������� *��+,�	#� +


Aj −
∑
k

µk = 0 =�'���5>
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��� ��� 7,�������������� Aj 
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 ���
$��#�����
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dξj
dt

=�'����>

��� (�������� ���	 ����� 7,��� k ��� ���,���	 ������� �
	�� ��� .����+

µk = µ0
k +RT ln ck = RT ln

(
ck
c0k

)
=�'���)>

=2 ,���� R S .��#�������� 
�� T S �����
�� �����	��
	 ��� 2>
,������ ��� ����������	�� �������	������� B�� 4���#���� ��	 �
�����+ k ��	������I
���	 �
	�� ��� .����+� ��	 ���������� $��#�����#�����#I ��� ��� $��#�����
�'
���+ �� ��� $��#��������	����� =$��#������ q> �����	�����C

dξq
dt

=
⇀
vq − ↽

vq ��� q = 1 . . . n =�'���->

,����
⇀
vq ��� $��#����������,�����#��� �� D��' 
��

↽
vq ��� ��	 �� $��#	����
�� ����

D��	��� ������� �� ���� 
� ��� 	������B�� =�		�B�	������> ������������� ��� ���
.����+

vq = a e(
µq
RT ) =�'���!>
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=2 ,���� a = ���� "��������I vq = $��#����������,�����#��� 
�� µq = ����������
(�������� ��� 2>
����	���� 

�� ������ .����+� ��� �����'�����	� ?�	 +,�� $��#������ �HG� ���� ���
.����+ 
���	��� ,��� ��� ���������� (��������� µ1 
�� µ2 �
� ��	 .�����
�� =�'
���)> ��������+� ,�	����

vq = a e
µ1+µ2
RT = ae

(
µ1
0

RT

)
c1 e

(
µ0
2

RT

)
c2 = kc1c2 =�'��%;>

<� �����	 ?�	� ,�	��� ��� .�����
���� �� ��	 ���������� "�����# ���
�+�� ���
.�����
���� �� =�'���-> ������ ���� �
�� ���	����� ���

dξq
dt

= a

(
e

⇀
Aq
RT − e

↽
Aq
RT

)
=�'��%�>
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⇀
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∑
k µk ��� �
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↽

Aq=
∑
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��	 (	��
#�� ��� $��#��������	����� q ����
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���	����� �� �	������������
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�����
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���� "�����# +�8CN.��4--O>�

cr − cr0 = MSt
rk · ξk =�'��%�>

,���� r ��	 <���: ��	 ��� "���������� 
�� k ��	 ��� $��#������ ���� cr0 ���� ���
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������#��+���	��������

MSt R0 R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8 R9 R00

S0 −1
S 1 −1 −1
ea −1 1 1 −1
eas 1 −1
ee −1 1 −1 1
ees 1 −1
k −1 1 1
eak 1 −1
d −1 1
ead 1 −1
ke −1
P 1 1 −2 −1
P0 1
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rk ��	 ��� $��#��������������
� =�'����> ��� �� =�'��%�> ,��'

��	������� 
�� �HG� ���� �� 7,���� ��	 D��' 
�� $��#	��#���� ��	 �		�B�	������
�������� +�	����� 
�� �
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�� M+
St +
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MSt = M+
St −M−

St =�'��%%>
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G	����
�� �
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<� ��� ���� ����������� ���#�	�������� ?��� �����	�	 7
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���� �	����� ����I ����� ��� ��� �������'
���	������ $��������� =�'��%�> �� �	��+��	�

dcr
dt

= MStdξq
dt
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dci
dt

= MSt
iq

(
⇀
vq − ↽

vq
)
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9�� �� ���#�	������ ?��� 	��	H������	� ��� 4��	�: MSt ��� ���	����������
.�����
���������� �� �HG� ���� +�	����� ��

�� 
����H����� ξi ��� i = 1 . . . p 
�� �	�� ,H����	� ξl ��� l = p . . . nI

�� cj ��� j = 1 . . . pI ��� ���� �
� ��� ξi ��������� ������I

�� ck ��� k = (p+ 1) . . .m� m 
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�����+��I n 
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����
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cj = MSt
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����H�+�

ck = MSt
ki M
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dck
dt

= fk(cj) ��� k, j = 1 . . . n =�'��%->

,��� ��� .����+� ��� �� �	+�
��� +���' 
�� �	��
����H���� �����
��� .�����
���� =�'���-> ������ ����� ,����	� A�	�������
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�H�����
⇀
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��
dξq
dt
�⇀
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 �� .�������,���� 
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�� ���� ��� �
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⇀
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↽
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c1 · c2
c3
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k
↽

k
���	 ����	������	�C =�'��%!>

log c1 + log c2 − log c3 = pK �+,� ��������� MSt
il log ci = pKl =�'��5;>
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�� ��� �������B�	������� �J����� ����
��� F
������������# ��� ��������� ��� ���+������� +
	 "����	
#���� B�� 1���	'
$H
��� �� H� <� H #J���� �
�� ����	� ?
�#������ ���
�+� ,�	��� 
� 1���	'
$H
�� +
 �	+�
���I �� ��� ��� A�	������ ����� ������� ���	�#��	����	� �+,� ��'
�	�:����	� ,�	��� #���� ����� 1���		H
�� ������ ����� ���,������	,���� �
	��
������
�#������ �
��������� ,�	���� 9�	 �
�+�� ����� ������ /����	������	�� �	�'
���0 =������� ��� ����� ��+�������>� ���� ���� ?������� B�� ����� ���,������	'
,���� �����	 
����H������ ?
�#������ �� H�

����� �����
� ��! ������
� ����	��	���	���� �	�����

<� 
�������� ��� ������ ,�	 ��� �������'�	�����	������� ���
�+� 
� ��� ������
+
 ��������	��� 
�������	�� ���G ��� ���#�	
� B�� ��� +
 �	�������I ��� ����
��������	� ,�	��� #������ 
���	����� �	��
�� ��� �������'�	�����	������ �
� ���
���#�	
� ,����	 ��� 

������������ +
 	�#����	
��	�� ���	 +
 �����������	���

<� ������ 
�������� B�	����������	� ,�	 ��� 4������ +
	 
������ 
��
+
	 �������� B�� ��������� D��	��� ����� ,�	 �� 
�����
�� �� ��� ����	��
	
B�	 N"��!%O� ��� ����	�� ��	 /����	���+�� �	����0 ������ ���� A�	����������	
��
��	 4������# ��	 �������'�	�����	������ ��	 ��� ��	 ���� A���+��� B�� 
������'

�� ��������'4���������� �	+�
�� ,�	��� #���I ,�� +�8� ��� ��#����� /&����'
��
� 9�B���� �	�����	�0 =&9�>I ��� ,�	 
���� ��������� ��� ���+������� �����	���

7
 8����� �	���+�� ,�	 ��� "��+��� ��	 8���� �� ����� A�#��		�
� �
	��
��� ����������	� "��+��� ��	 /	����
���� �� 
����0 =$31>I ,������ ���� ��� M�'
:����	�� 9�	#+�
� �� 1����� ��� 8���� H�������� ��	
#�
	�� �	,����� 4�� ��	
$31 #J���� �����	�� 3��	���	�� T ��	 ��� ������ 
������I S ��	 ��� ������

��



�������� 
�� P ��	 ��� �	��������� (	�6�#���� ��������	� ,�	���� ?�	 ��� ��'
����������� ����� �	+�
���� ��'#����������� 4��������
� ��� ��� 9��� �+,� ���
.������
�� ��� 4�G	�
��� N8�
!�O (M,µ) B�� 8���
�
��� ��	 4�G	�
� ��'
������ ��� ��	
#�
	 ����� �� ����� D����	�	�
� H �	+�
���� 1���		�
��� HM I
��� �	���� ���� ��	 ,���������� 

������ ������� �
� ��	��I "	���	��� +
 ���'
,��#���I ���� ����� ��� 4�G ��	 ��� �	��� HM ��,H��� ,�	��� #���� ��� 9���
�
G ��� �	��� ��	�	� ��	
#�
	��	��I ��� �� ��� �	+�
���� 1���	'$�
� ����	�����
��� +�������� ������2������# =���� ��� ������> 
�� ����	����� ��� ��	
#�
	����
������2��������� ��	�
���	��	 ����

����� 
�
����	�� �% &�	��

9�	 �������� ��� ����� #�����:�� A�#��		�
� CN �� ��� ��� ����	�� (	�'
�
#� 
�� ���� 8���� bn ��� ��	�	 	�+��	�#�� 8���� bn ������� ���� ��� 8�+���
��
+,������ ��� 	�+��	�#�� 8���� ��� �
	�� ��� <������H�∑

bnb∗
n = I =�'���>

�������� ��� 	�+��	�#� 8���� �	�J������ �� ��� "��@+������ ����� A�#��	� ��+��'
���� ����	 ����� ���,������	,���� �	���������� 8���� +
 ��	������I �� ��� ���
����	� (	��
#� �������� ,�	� =2 ��	��� ,�� �� �	���������� ?��� 2> ����	 ���	
��������� ��� 	�+��	�#� 8���� ���
�+� ,�	��

4�� B�	����������	� �
� ��� ������������� ��	 A�#��	28���� +
 ����	 A�#��	2
?������ B�� ?
�#������ {bn} =�� ?�������� ������� ��� ?������ ��+�������>�

�� ��� �������� 4���� B�� A�#��	�� {bn} ,�	� �
� ���� 
��������� 4���� ��
L2(R) �	,����	��

�� ��� ?������ {bn} ��� �
	�� ��� ���#	��� A�	����� n ��	����	����	�� n ,�	�
�
	�� ����� ���+ #�����
��	�����	 A�	������ �	���+��

�� ��� 8���� bn ��� �����	 
����H����� ����� ,�	� �
	�� ���� ?������ {ψs,t}
B�� �����	 ���H������ A�#��	�� �	���+�� 9�� ��� =�'���> ��� �� ��� ��	 $31
�J����� ��� 	�+��	�#�� ?������� {ψs,t} 
�� {ψs,t} +
 ��	������ ��� ,�	��
�� ���� 
� ���� 8���� ����� A�#��		�
��� ��������

���� ?������ ��� ������ ������������� ,�	� +
� 8������� �� L2(R) ������� �
	��

ψs,t(u) ≡ ψs(u− t) = |s|−p ψ
(
u− t
s

)
=�'���>

,���� s 
�� t ��� #�����
��	������ ��	����	����	����� A�	������ ����� 4�� ���'
��	 A�	����������	
�� ,�	� �� =�'���> ��� �
��� +
 ����� <����	�� ���	 �����
4�G	�
� (M,µ)I 
�� ��� 	�+��	�#� 8���� ,�	��� �
	�� 	�+��	�#� ?������� B��
?
�#������ �	���+��∫

M
dµ ψs,t (ψ

s,t)∗ = I =�'���>

��



��� �����	� 
��H����#��� ������� �
� ��	�� ��� 6���	 A�#��	 �
	�� ���� #�����
'
��	����� �����	� �
��	�������� ��	�
���	� ,�	��� #���� *�	����	,���� ,�	� �����'
	� 
��H����#��� �
	�� �����	#���������� ��� ���#	���� A�#��	�� ��L���	�� 1�
�
� ��� ?�������I ��� ��� #�����
��	������ A�	������ ��	����	����	� ����I ,�� 8�'
��� H������� .������ +
 ��������� ,�	� ��� "��+��� ��	 �����	�� 
��H����#���
B�	����������	�� 1� ���� �����	#���������� +
 L���� �
G �� ����� 4�G	�
�
�����	��	� ,�	���� ��� �����	� 
��H����#��� ��	 {ψs,t} ������� �
� ��	��I ��G ���
"��@+������ ����	 �	�����	���	��� ?
�#���� f

f̃(s, t) = 〈ψs,t, f〉 =�'��%>

,�� ��� {ψs,t} �����	 ���H���� ����� ��� �J��	� ?��:������H� ��	 $31 #���� �
�
��	�� +
� 

��	
�#I ��G 6��� 8���� �
� ���� $31 +
	��#�����	� ,�	��� #���I
���	 �
	 
���	 ���������� A�	�
����+
���� ���� $31 �
� ���� 8���� ���	�� 4��
����	 $31 #J���� �� H ������� ,��������� ����������	� ��	�����
�� ��	 1���	'
	H
�� �������� ,�	��� ��� �� ��� 8���� �J����� ����

��� ���������� A�	���	�� +
	 
������ 
�� �������� ����� ������� ����� �
�
,�� ����� �
�� 1� ���� $31 +
 #����	
��	�� �������� ,�	 ��� ����	 ?������ 
��
��	������ ��� 	�+��	�#��

?�	 ��� 
������ (f �−→ f̃) ����� ������� �
� ��� D����	�	�
� ��	 �J�������
�������H ���J����� ,�	 ���� <���:�����M 
�� ���� ?������ {hm} ∈ H ����+��	�
�
	�� m ∈M � 7
� 8������� ��� ��	 ��� &9� H = L2(R) 
�� M = R2

+�
?�	 ��� �������� (f̃ �−→ f) ,�	� ��� 	�+��	�#� ?������ {hm} +
 {hm} #����	
'

��	�� 1� ��� ������ ��� ���� �
��	�������� ��	 A�#��	�� {hm} +
 	�#����	
��	��I
�
G ���	 ��� 4���� M �����	��	� ,�	���� ����	 �
G �
� ��	 4���� M ��� 4�G
µ ��,H��� ,�	���I �� ��G 6���	 ��������� A ∈M ��� 4�G µ(A)I 0 ≤ µ(A) ≤ ∞
+
��,����� ,�	�� ����� #��� ���	 ��G��	� ?
�#������ N8�
!�O g : M −→ C
��� ∫

M
dµ(m)g(m) =�'��5>

�����	��	� ,�	���� �� �
� M ��� 4�G µ(A) �:�����	� ��� ��	 4�G	�
� (M,µ)
��L���	�I ����� ��� ������ �����������	� ,�	�� ?�	 ����� ���������� 4�G	�
� ���
����� ������B�� 
�� ��G��	�� ?
�#������ g :M −→ CI #��� ��� <����	��

‖ g ‖2L2=
∫
M
dµ(m)|g(m)|2 =�'���>

�:�����	�� ���	 ‖ g ‖2L2= +∞ ������� ��� 4���� ��	 ?
�#������ g ��	 ��� ��� <���'
�	�� =�'���> ��� ‖ g ‖2L2< ∞ �:�����	�I ��� ���� 4���� B�� P
��	��'�����	��	��	�	
?
�#������ L2(µ) ��� ��� 4�G µI ����� ��� D����	�	�
� �� ��� ��� ����	��
(	��
#�

〈g1, g2〉L2 =
∫
M
dµ(m) g1(m) g2(m) =�'��)>

������� ����

��



��)������ � ��	 
�	������������ ����� ��� ��	� 
������ ��	 �������	 HM ≡
{hm ∈ H} �	 ��	�� ����������� H ��� ��� ������� (M,µ) ������� ��� ���
����� f ∈ H ��� ������� 
�	����	 f̃ :M −→ C �����

f̃(m) ≡ 〈hm, f〉H =�'��->

���	���� ���� �� 
��� � �� !�	���	��	 0 < A ≤ B <∞ ��� ���

A ‖ f ‖2H ≤ ‖ f̃ ‖2L2 ≤ B ‖ f ‖2H =�'��!>


���� "�� �������	 hm ∈ H ��	� ��� #����� �������	$� %&'(�)* ��� ��� #����� +�'
��	
�	
$� A �	� B ��	� ��� #����� ,����	��	$� ��� %&'(�)* 
��� f̃ ∈ L2(µ) �����
��		  �		 f ∈ H ���� "�� 
�	����	 f̃(m) ��� ��� -��	���������� ��	 f �	��� ���
����� HM � .� �/�������	 
��� A = B ��� ��� ����� #�����$ �	� %&'(�)*  ��� ��
A ‖ f ‖2H= A ‖ f̃ ‖2L2�

9�� ��� ?�	��� B�� (������	�� �� ��	 ?�
	��	������� =��� ��	 A = B = 1 ���>
������ =�'��!>I ��G #���� <���	������ ��� ��	 �	�����	������ =�'��-> B�	��	�� ����

�� ����� f �
� f̃ 	�#����	
��	� ,�	��� #����

����� ��� �����
�'(������� T

9��� f̃ ∈ L2(µ) ��	 6���� f ∈ H ���I ��L���	� ��� 
�����
�� (f �−→ f̃) ����� �����'
	�� 3��	���	 T : H −→ L2(µ) �+,� T (f) ≡ f̃ � T ��� ��	 �	��� 3��	���	 N��
!�O�
<� ��	 ���,�	+ 1�������
�� +���� ���� ��� 8���
�
�� ��	 �	�����	���	��� f̃ ��� ���
4�G ��	 ��� 4���� ��	 �� f ����������� 8����������� B�� HM � T ��������	� ���
������ f ���� �	��� 8������������ 
�� ,�	� ���+
����� ��� 
������23��	���	
��+��������

1� ��� ��������	��� ������ +
 �����������	�� �
G ��� ��B�	�� 
�����
��
(f̃ −→ f) ���
���� ,�	���� ��� �	��� 8�����
�� =�'��!> ������ �����	 ��� �����
��� �����	H�#��	 3��	���	 T ∗ : L2(µ) −→ H ���

‖ f̃ ‖2L2 = ‖ Tf‖2L2 = 〈Tf, Tf〉L2 = 〈f, T ∗Tf〉 =�'���;>

�:�����	��

����� ��� )���	
����'(������� G

1� ��� ����	 $31 ���� 	�+��	�#� ?������ B�� A�#��	�� +
 ��	������ ���J�����
,�	 ��� ���	������ 3��	���	 G ≡ T ∗T : H −→ H�

�� ��� ����	�� (	��
#�� 〈f,Gf〉 = f ∗Gf 
�� ��� *�	��� ‖f‖2 = f ∗f ��
D����	�	�
� ��L���	� ���� ,�	� ��� �����'8�����
�� =�'��!>

Af ∗f ≤ f ∗Gf ≤ Bf ∗f ��� f ∗f = I +
 AI ≤ G ≤ BI =�'����>

�%



���� ��� ��� ,������� �	��� 8�����
�� =�'��!> �� 3��	���	 ?�	�I ���� ��	 ���
�����,�	�� λ B�� G �����	H�#� ���� A < λ < B� ?�	��	 �:�����	� ��	 �����	H�#��
��B�	�� 3��	���	 G−1�

?�	 6��� ?
�#���� g, f ∈ H ���

f ∗Gg = 〈f, T ∗Tg〉H = 〈Tf, Tg〉2L =
∫
M
dµ(m) f̃(m) g̃(m)

=
∫
M
dµ(m) h∗mf h

∗
mg

=�'����>

��	 3��	���	 G #��� ��� <����	�� ���	 ��� 4�G	�
� (M,µ)

G =
∫
M
dµ(m) hm h∗m =�'����>

�����	����� ,�	���� ��� �	��� 8�����
�� =�'��!> ���� �� ��� ����������	� ?�	�
��	 $31 ���	 ,��� A = B = 1 
�� ����� G = I�

?�	 ��� ?��� ��� A �= B ��� G �= II ���� �
G ���� 	�+��	�#� ?������ {hm}
#����	
��	� ,�	��� 
� ���� $31 +
 �	������� 9�	 ��L���	�� ��� 	�+��	�#� ?������
hm ≡ G−1hmI m ∈ M 
�� ��� +
 Hm 	�+��	�#�� �	��� HM ≡ {hm : m ∈ M}�
��� 8�+���
�� +,������ ��� �	���� HM 
�� HM ��� ���∫

M
dµ(m) hm h∗m = g−1

∫
M
dµ(m) hm h∗m = G−1G = I =�'���%>

�
�� ��� ���
���� $31 ��������

����* ��� ������
�'(������� S

*��� ��� ,�	 �� D����	�'$�
� ��� 4�G µI ����� 
�� ����	�� (	��
#� ���

������2 
�� ��� 4��	������23��	���	 ��L���	� �����I #J���� ,�	 �
� ���
��������23��	���	 S 
�� ��� �	���������� (	�6�#�����23��	���	 P ��������
8���� ���J����� ,�	 
� �
� ��� ��������	��� �+,� ��'#������������	��� ������
,����	 ��� 
	��	�������� ������ +
 �����������	���

��	 +
� 
������23��	���	 T ��6
����	�� T ∗ : L2(µ) −→ H ���

(T ∗g)(m) =
∫
M
dµ(m) hm g(m). =�'���5>

��	 ��������23��	���	 S ��� ��L���	� �
	�� S = G−1T ∗ : L2(µ) −→ H �+,�

Sg =
∫
M
dµ(m) hm g(m). =�'����>

<���������	� #��� ��� ������ f ∈ H �
� ��	 4���� ��	 �	�����	���	��� ��'
����� f̃ ∈ F ≡ {f̃ : f ∈ H} ⊂ L2(µ) 	�#����	
��	� ,�	���I ���

f = Sf̃ =
∫
M
dµ(m) hm f̃(m). =�'���)>

�5



����+ ���  ��,���	��
'(������� P

��	 �	��������� (	�6�#�����23��	���	 P : L2(µ) −→ L2(µ) ,�	#� �
� ��� 
����'
�
�����	���� F ��� 3��	���	� T 
�� ���

(Pg)(m′) =
∫
M
dµ(m) K(m′|m) g(m)

��� K(m′|m) = 〈hm′ , hm〉 = 〈hm′ , G−1hm〉
=�'���->

��	 �	��������� (	�6�#�����23��	���	 +�	���� ��� �	�����	���	�� ������ �� F
�� +
�������	 �	��������� "����������� ��� ?
�#���� K(m′|m) ���G� /	��	��
'
+��	����	 "�	�0 ��� �	���� HM �� ��	 4���� ��	 �	�����	���	��� F � <� 	��	�'
�
+��	����� "�	� ��� ����������I �
� ,������ �	�������� �	�6�+��	��� 
������� hm′

��� ������ f �����������	� ,�	��� #����
���� ?	��� ������� �
� ��	��I ��� (	�6�#�����23��	���	 ��	�	� ����+
�����I

��G ��� �	�����	���	��� ������ f̃ �
� ���� (	�+�G28���� �	�6�+��	� ,�	�� ��+
 ���
��	 	��	��
+��	���� "�	� �� +
 ,H����I ��G ����� �	���������� "����������
���� ��	�����
�� ��	 �����#�������� (	�+���� �����	�I ��� �� ��� ������ +
������
,�	#�� 
�� ��� ������ �	+�
����

����- �����������

��� 1���	�
��
���� #��+���	��	�� ���� �
� ��	�
�I "	���	��� +
 ���,��#��� 
�
��� ���+ ��	 �� ?�	������
� �������
��� �	�� ,H����	�� (�	�����	 �����	������
����+
������ ���� ��� ��� *�	���	
�� ��� �	���� ‖hm‖I ��� ?������
�� ��� +
�
<����	��	�� ���,������� 4�G	�
��� (M,µ) 
�� ��� 9��� ��	 ��������	�����
?
�#���� �
� ��	 ��� ?������ {hm} ��	B�	����� ?�	 ��� ���+������ ?��� H =
L2(R)I M = R2

+ ��� m = (s, t) 
�� hm = ψs,t �	���� ���� +
� 8������� �
�
��� ����������� ?�	������
� ��� &9��

f̃(s, t) ≡
∫ ∞

−∞
du ψs,t(u) f(u) = 〈ψs,t, f〉 = ψ∗

s,tf

f(u) =
∫ ∞

0
dµ ψs,t(u)f̃(s, t) ,���� dµ =

∫ ∞

0
ds · s2p−3

∫ ∞

−∞
dt
=�'���!>

�
	�� ���� ����	� ?������
�� #J���� ���� A���+��� B�� ��'#����������� A�	'
���	�� �	+�
�� ,�	����

��� �� =�'���> ��������	��� (�	�����	 m = (s, t) �	+�
��� ��� A�	H���	
��
�
� ��	 
	��	��������� ?
�#���� ���� ��
� A�	������ ����� ,�	#� s �
� ��� �#����'
	
�� 
�� t �
� ��� +�������� ��#���������� �� �� ���� 
� #�����
��	����� (�	�����	
������� ,�	� ��� ������ ��� ����� �J������� �#����	
���� 
�� +
 ����� 7����
�#'
��� ��������	�� ��� ������ f ,�	� �� ����� +��������� <���	B��� �
	�� B�	���������
A�	������ B�� =�'���> ���	������I ,���� ��� 
������'<���	B��� ��� A�	������ B��
t ���	 f B�	������� ,�	�� ����� ��� ��� 
������ ��� ������� +������� ��#������	��

��



<� 
��H����#��� ��	 ���
�+��� 
�������
�#���� �	���� ���� ���� ���	 ���	 ,�'
����	 ��	�#�� <���	�	������� ��	 �	�����	���	��� f̃ � 
�� ���� ?
�#���� B�� t �
�
����	 ���������� �#��� s 	��	H������	�� ��� 9�	�� B�� f̃(s, t) ��� �� f(t) +�������
��#������	��� �������I ��	�� �����#������� 8���
�
�� +
�H���� � �� ������� ���
�����������	�� ������ ��� ���� =�'���)> ���� �
��	�������� �
� ��� A�#��	�� hm

,���� f̃(m) ���� "��@+������'?
�#���� ����

��������	�*+�,��	��	 !-� {hm} ��� ?������� {hm} 
�� {hm} ������ 8�'
������ ������� ����� ��� �
� f̃ ∈ F ��� ������ f ∈ H = L2(R) �����������'
	��� *��� =�'����> ������ ��� �����,�	�� λ ��� 3��	���	� G ��� 1�������
��
A ≤ λ ≤ B �	������ 
�� ��� <����	�� =�'����> ��	 hm

0 < G =
∫
M
dµ |hm|2 <∞ =�'���;>

�
G #��B�	���	��� ���� ,�	� ��� 7
����
���28�����
�� ��	 ��� {hm} ��+��������
��� ����� ���� 
������ (f −→ f̃) 
�� �������� (f̃ −→ f) �J�����I 
�� �	+�
��
��� ?������� {hm} 
�� {hm} 
�� ����� ���� $31�∫

m
dµ(m) hm (hm)∗ = I =�'����>

.����&������&������,�&��� ��, ��/��������0������ ��� ���� �	,H����
<���	�	������� B�� f̃ ��� ���� 8���
�
�� ��	 9��	����������#����'A�	����
�����
9�	 �������� ��� ����	 9��	����������#���������� φ(u) ��� ��	���	� ���I ��� 4��'
���,�	� *
�� 
�� ���� A�	���+ B�� ���� ����C∫ ∞

−∞
du φ(u) = 1

∫ ∞

−∞
du uφ(u) = 0

∫ ∞

−∞
du u2φ(u) = 1 =�'����>



G�	��� ��� φ(u) ���������� n ��� �� �	��+��	��	 ��� n ≥ 1 
�� ��	 ���
(n− 1)'�� 
�����
�� �����

lim
u→ ±∞φ

(n−1)(u) = 0 
�� ��� ψn(u) ≡ (−1)nφ(n)(u). =�'����>

���� ��� ��	 9�	� ��� <����	��� B�� ψn(u)∫ +∞

−∞
duψn(u) = (−1)n

[
φn−1(−∞)− φn−1(+∞)

]
= 0 =�'���%>


�� �������� ���� �	���'�	�����	������ +
 ��L���	��� ��� 7
����
���2
8�����
�� =�'���;> ��� �	����� 
�� ψ ��� ���� 9��	����������#���������� ��� ���
������������� =�'����> 
�� φ �	+�
�� ���� ?������ {ψ} ,�� {hm}� 4��

f ≡ φ∗f 
�� f̃(n) ≡ ψ(n) ∗f =�'���5>

��� f(s, t) ��	 ��#��� 4�����,�	� B�� f +
� 7����
�#� t �
� ��	 �#��� s�

�)



9���� =�'����> ���

ψ
(n)
s,t (u) = (−1)(n) s(n) ∂(n)u φs,t(u) = s(n)∂

(n)
t φs,t(u) =�'����>

,���� ∂(n)u 
�� ∂(n)t ��� ��	������� 
�����
���� ���� u �+,� t ����� ������� ��� ���
�	���'�	�����	���	�� B�� f ���� {ψm} ��� m = (s, t)

f̃n(s, t) ≡
∫ +∞

−∞
du φns,t(u)f(u) = sn∂

(n)
t

∫ +∞

−∞
du ψs,t(u)f(u)

= sn∂nt f(s, t)

=�'���)>

��� ��� ?�#��	 sn �	���	������ +
	 n'��� 
�����
�� ��� ��#���� 4�����,�	���
∂nt f(s, t) W

1�������������� 1� ��� ������ �� 	���B���� 
�� �����'	���B���� <���	��'
���� +
 +�	�����I ���� 
� ��� 8����������� ��+
�	�����I ,����� +�8� 
���	 ���
,����H
L��� 8��	� /$�
�����0 +
������+
������ ����I ,�	��� ��H��	 +,�� ��'
�	�:�����B� ������������� ���
�+�� 9�	 ����	�	����	�� ��� +,�� ?
�#������ f̃ 
��
g ∈ L2(y)� 7
�	�� ,�	��� ��	 ��� ������ g ���� �J������� ������� f ∈ H 
���	 
�'
,���
�� ��� 
������'3��	���	 T �� B�	�������I��G Tf ∼ g� ���� ,�	� ��	 ���
������ f ∈ H 6���� g ∈ L2(µ) 
���	 
�,���
�� ��� ��������23��	���	 S ��
B�	�������I ��G Sg = f �����

4�� ����	 ���������� ?
�#���� g(m) ∈ L2(µ)I ��� ����� ���,������	,���� ��
��� 
�����
�����	���� F ��� 
������23��	���	 T ��������� ���� �
GI �������	�
��� �����
���� ������ f ∈ H ������� �
	�� f = fg = Sg =

∫
M dµ(m) hmg(m)

��� ?����	

‖g − f̃‖2L2 ≡
∫
M
dµ|g(m)− f̃(m)|2 =�'���->

��	 .��	�
�� B�� �����	'���H������ A�#��	�� {hm} ���	� �� ��	 ��������
�
� ��� ����� �����
����� ������ f � ��� ������ ,�	� �
	�� SG−1T ∗ : L2(µ) −→ H
�����������	�� ��,��� �� +
 F ��� �	���������� "��������� g⊥ ∈ F⊥ �� L2(µ) ����I
������� ����� ��� T ∗g⊥ = 0 #����� 8���	�� �� ��	 ��������� 9��� ��� A�#��	��
��� �	��� HM �����	'
����H���� ���� ��� F⊥ = 0 
�� ��� ��	�����
�� B�� f ���
�����
����

9��� ��� A�#��	�� ��� �	��� HM �����	'���H���� ���� ��� F⊥ �= 0 
�� ��
���� ��	 6���� ������� g⊥ ∈ F⊥ ���� ��	�����
�� 
�� ����� 
�������� B���� 4J�'
����#����� ��� ������ �
� ����� �����	'���H������ �	��� +
 �����������	���

��� "��@+�������
�#������ g = f̃ ���� ��� g⊥ = 0 +������� ���� �
	�� ����
�������	� ����������� �
�C

������� � ��	 ����	 �0
�����	 !��1���	��	 
�	����	�	 g ∈ L2(µ) ��� ��	
,�
	�� f ∈ H �����	�� ���� ��� 
�	����	 g = f̃ ������� ���� ��� g ��� �	��
��
‖g‖2L2 ��	�������

‖g‖2L2 = ‖f̃ + g⊥‖2L2 = ‖f̃‖2L2 + ‖g⊥‖2L2 ≥ ‖f̃‖2L2 =�'���!>

�-





G�	��� ������ g = f̃ ��	 
��	�:������� =�'���-> 
�� ��� �
	�� ��� *�	� ���
������� |f̃(m)| ≤ ‖hm‖ + ‖f‖ = ‖f‖ �����	H�#� ,�� ��	 ��������� �������� �
�
L2(µ) ����� ��	 ?��� ���� �
G� =��� *�	���	
�� #J���� ��	 ���� F
�������	
��
B�� f 	���B��� �����>

 �� ���"	��� �	����

����� �	
����	
	�����

��� ������ f ��� B�	��	�������� 
���������� 
�� ��	�� �	�����	���	�� f̃ ����
#�����
��	����� ?
�#������� 9�	 ,�	��� �
� ��� #�����
��	����� "��@+������'
�
�#���� f̃ �
	�� ���� ���#	���� ���+ B�� �	��� "���������� Ψ ��	�
���	��I 
�
�	���� �
� +������#	��� 4�G,�	�� �������� +
 #J����� ��� �������� �	+�
�� =��'
�	�:����	�> ���� ��� #�����
��	������ ������ f � 9�	 ���	������ ����� 4�G	�
�
��� ����	 ��+H����	�� ���	 ���#	���� 4����M � <� ���+������� ��	 &9� ��� �����	
4�G	�
� ������� �
	��

Sσ,τ = {(±σm, nσmτ) : m,n ∈ Z} =�'���;>

����� ���+ B�� ���#	���� �#���� 
�� 7���,�	���� ����� ��� σ ��� �����	 �#������#��	

�� τ ��� ��� ������ 7�������	B���� �� M ���� ���#	��� 4���� ���I ,�	� 6��� ����'
4���� A ⊂ M ��G��	 ����� K��� ?
�#���� �
� g :M −→ C ��� ���� ��G��	 
��
��� <����	�� =2 ����� =�'��-> 2> ���	 ��� ���#	���� 4�G	�
� (M,µ) ,�	� �
	��
���� �
��� �	���+�C∫

M
dµ(m) g(m) =

∑
m∈M

µmg(m) =�'����>

��� �	��� 8�����
�� =�'��!> ,�	� ����� +


A ‖ f ‖2H ≤
∑
m∈M

µm |f̃(m)|2 ≤ B ‖ f ‖2H =�'����>

,���� µm ≡ µ({m}) ��� 4�G �
� ����	 ���'(
�#� 4���� m ∈M ���� �� ���� ����I
,������ 8���	�� f̃(m) +
	 �
��� �����	�� 9�	��� ���� m ∈M ��� µm = 1 ������
��,������ ��� µ ��� 7H��'4�G� <� ���#	���� ?��� ��� ��� 7H����G ����� ����	 ���
����	����� 9����

9�� #��� ��� #�����
��	�����	 �	��� HM �
� �� ����� ���#	���� �
�2�	���
���	���	� ,�	���V ��� �	�����	���	�� f̃ ,�	� �
	�� ���� ���#	��� .	
��� B��
���������� Γ ⊂ M ��	��������� K���� ������� m ∈ Γ 	��	H������	� ���� 
���	'
����������� ��������� Am ∈ M � �� ��� �� ������ ?��� �
	 ����	���� 6���� m ∈ Γ
�����	������ ��	 	��	H������	��� Am +
 ��,������I ���� µm = µ(Am)� ���� ����
��� ���+����� 8���	H�� B�� g(m) +
	 �
��� �� =�'���;> ��� µm �= 1 ����� ������

�� ����� �� ��	 �������������� ������� ��� 
���	������������ .�,����� ���
��	�	� ���#	������	�� �	��� #��� ������� ��� ����� ���+������ 	��	��
+��	�����
"�	� ���� 8���� +
 �������

�!



������� 
 ��	 ��������� ����� ��� ��	� +����  �		 ��� ��/���������	�� !��	

K(k|m) ≡ h∗k hm = µ−1
m δmk , =�'����>

��		 ��� {µmhm} ��	� ����/���� +���� �� {hm}�

9�	 ����� ���� ��� ������ f ��� #�����
��	����� �
��	�������� B�� A�#��	��
����	 ?������ {hm} ��� ��	 �	�����	���	��� f̃ ��� "��@+������'?
�#���� ��	��'
������� *
� ,�	� ��� ��	�����
�� ��� ��� ���� �	,H����� ���#	���� �
�2�	���
��+����� ����� ,�	� ���� ���#	��� "��@+������'?
�#���� ���
�+�I ��� ��� /�����'
�����0 A�	���� B�� f̃ +
 ���	������ ���� ���� ,������� ����������� ��	 ���#	����
�	���� ������� ��	��I ��G ��� 
�����	��� �
��������� �
� ��� ���
�+�� �#��� ��'
����G� ,�	�� 7
�H���� ,�	� ��� ?	�P
��+���#�	
� ��� ������� �� B�	���������
8�	����� �#����	�I ���� ,�	� 6���	 8�	���� ��� ����	 
�����	��� ��������	�I ���
�	���	������ +
 ��	 6�,������� �#��� ����� 8�	������ ���� 1���	 B�	���������� 8�'
����
���� #��� ��� ������ �
� ��� ���#	���� "���������� B�� f̃ ��� ���#	���
�
��	�������� ����	 	�+��	�#�� A�#��	������� ��	�������� ,�	����

����� ����	����� ��! �.��
�����

9�	 ���	������ ��� ���� =�'���;> �	,H����� �#������#��	 σ > 1 ����
�	 
��
�
�+�� �� ��	 ���#	���� 
������ �
	 �#���� ��� sm = σm, m ∈ Z� 9�	� ��� ������
��� ��� ?�#��	 σ �#����	�I ���� +�8� ��	 ��� &9�

fσ(t) ≡ σpf(
t

σ
) 
�� f̃(σs, σt) = f̃(s, t) =�'���%>

��� 8�+���
���� B�� f 
�� f̃ +,������ ��� �#����� D��	�
	�� ,�	� ��� �	���'
�	�����	������ ��B�	���� ��������	 ��	 B�	,������� �#����

1� B�� ����	 �#��� sm = σm +
	 �H������ sm+1 = σsm +
 ��������I �
G
��� 
�����'<���	B��� ∆t 
� ��� ?�#��	 σ B�	�	JG�	� ,�	���� ����� ��� ∆t = σmτ

�� τ > 0 ��� ������ 
�����'<���	B��� �
� ��	 �#��� s = 1 �����+�� ��� ������
,�	� �
	 +
 ��� 7����
�#��� tm,n = nσmτ ��� n ∈ Z �
� ��	 �#��� σ ����������I
,���� ��� 
�����	��� �
��������� �
� ��� �#��� ������G� ,�	�� ��� ������ ���
�
� +
 ���#	���� 7����� �
� B�	���������� ���#	���� �#���� ��	��������� �����
��	�����
�� ���G� 7���'�#����'����� 
�� ��� ��� ����� ����	��������� .����	 =�'
���;> ��	����	����	�I ,������ 
� �� ������	 ,�	�I 6� �H��	 ��� ��� s −→ 0 ��	
7�������� #�����

����� �����
� ��! ������
�

?�	 ��� #�����
��	������ �	���� ����� ,�	 ��� ?������ {ψs,t} �
� =�'���> �
	�� ���
T���	
�� B�� t 
�� sI ���� ��� 3��	������� �	��������� =A�	������
�� �
� ��	
7��������> 
�� ���������� =T���	
�� ��	 �#���> �	+�
��� ��� 7���'�#����'�����
,�	 ��� ����� #�����
��	������ 4�G �
����������� <� ������ 
�������� ,�	� ��

%;



8������� ��	 &9� ���� "����� B�� ���#	���� �
�'�	���� WS ��	 ��� �������'
���� ?��� ����	 �����	H�#�� 8����	���� B�� ψs,t #����	
��	�� ���� �	�J������ ����
������������� �� ��	 ?	�P
��+���H�� ��� ���� ����� ���,������	,���� ���	���'
������ 
������ 8�	������� 7
�H���� ,�	� ���� "����� B�� ����'���#	���� �	����
�	+�
��� ����� ���� ��� ����� ���#	���� 7���2 ���	 ����� #�����
��	������ �#�'
�����	�����	 �
����������� ��� ���#	������	
�� ��	 �#��� ��� ���� �
	 ���� ���
#�����	 ���	����

��������������	 ,�� ���� 9���� ��	 (�	��B�� <������H� #��� ��� 
������ 
��
��� �������� �� ��	 7���2 ,�� �� ��	 ?	�P
��+���H�� �
������	� ,�	���� ��
��� 
�����'<���	B��� ∆t �	���	������ +
 ��	 ���
�+��� ?	�P
��+�#��� ���� ����I
,�	� ��� ��	�����
�� B�� =�'���> �� ��	 ?	�P
��+���H�� ���J����� 9�	 ��������
��� ����	 ?
�#���� ψ̂(ω) = 0 �
G�	���� ����� ?	�P
��+������ α ≤ ω ≤ β ���
−∞ < α < β <∞� *��� =�'��%> ��� f̃(s, t) ≡ 〈ψ∗

s,t, f〉� (�	��B��X� <������H� ���	�
�� ��� ?	�P
��+���H�� 
�� �	����

f̃(s, t) ≡ 〈ψ∗
s,t, f〉 = 〈ψ̂∗

s,t, f̂〉 =�'���5>

,���� f̂ 
�� ψ̂s,t(w) = |s|1−pe−2π iωtψ̂(sw) ��� ?�
	��	'�	�����	���	��� B�� f 
��
ψ ����� ��� ��	�����
�� B�� f̃ �� ��	 ?	�P
��+���H�� ��� ��� =�'���5>

f̃(s, t) = ψ∗
s,tf = |s|1−p

∫ ∞

−∞
dω e2π iωt ψ̂(sw) f̂(w) =�'����>

��	 ?�#��	 |s|1−p ���� �
� ��� �#����	
�� �� =�'���> +
	��#� <� =�'����> ,�	� ���
��B�	�� ?�
	��	�	�����	������ �
������	�� ����� ?
�#���� ��� ���	 �
� ����� ?	�'
P
��+��	���� Is = {ω : a ≤ sω ≤ β} �����	H�#� 
�� �
G ����� ��� ?�
	��	'
<����	�� �����	� #��� ��� ���#	��� ?�
	��	'$���� �����	����� ,�	���� ��� 8	����
��� <���	B���� (β−α)

|s| ��	 ω B�	���	� ��� ��	 �#��� s� ���+� ��� τ = (β−α)−1 ��� ���
.	JG� ��� +��������� 
�����'<���	B��� �
� ��	 �#��� s ������� �
	�� |s|τ � �����
#��� ��� ��B�	�� ?�
	��	�	�����	������ �
������	� 
�� ��� <����	�� �
	�� ����
�
��� �	���+� ,�	���C

|s|1−pψ̂(sw)f̂(w) = |s|τ ∑
n∈Z

e−2π iω n sτcn(s) ���

cn(s) =
∫ ∞

−∞
dωe2π iω n sτ |s|1−pψ̂(sw)f̂(w)

= f̃(s, n sτ)

��� ?
�#���� ��� �
	 ������ ,��� ω ∈ IS ���� 1� ��� ������ ������ +
 ������
,�	��� ����� ������ ��� |s|−(1−p)ψ̂(sw) �
������+��	�C

|ψ̂(sω)|2f̂(ω) = τ
∑
n∈Z

e−2π iω n sτ |s|(1−p)ψ̂(sω)f̃(s, nsτ)

= τ
∑
n∈Z

ψ̂s,nsτ(ω)f̃(s, nsτ)

%�



1� 6��+� f̂(ω) +
 	�#����	
��	�� ,�	��� ����� ������ ���	 ��� #�����
��	�����
�#������G �����	��	��∫ ∞

0

ds

s
|ψ̂(sω)|2f̂(ω) = τ

∑
n∈Z

∫ ∞

0

ds

s
ψ̂s,nsτ(ω)f̃(s, nsτ) ,���� =�'���)>

∫ ∞

0

ds

s
|ψ̂(sω)|2 ≡ Y (ω) ��L���	� ,�	�� =�'���->

���� +����I ��G f̃ 
�� ����� �
�� f B�����H���� 	�#����	
��	� ,�	��� #���
,��� ��� ��B����� �
	�� Y (ω) �J����� ���� ���� ��� ��	 0 < Y (ω) < ∞ ��	 ?���

�� ω �= 0 
�� =�'���->C

f̃(ω) = τY (ω)−1τ
∑
n∈Z

∫ ∞

0

ds

s
ψ̂s,nsτ (ω)f̃(s, nsτ)

≡ τ
∑
n∈Z

∫ ∞

0

ds

s
ψ̂s,nsτ(ω)f̃(s, nsτ)

,���� ��� ψs,nsτ ∈ WS ��� 	�+��	�#�� �	��� +
 WS ������� ��� ��B�	�� ?�
	��	'
�	�����	���	�� �����	� ��� ������

f = τ
∑
n∈Z

∫ ∞

0

ds

s
ψs,nsτ f̃(s, nsτ) =�'���!>

���� �	���� ����� ����'���#	���� �
�'�	��� B�� WS ��� A�#��	�� ψs,nsτ I ��� ,�	
��� Wτ ��+�������� ��	 	�+��	�#� �	��� Wτ ��� ������ ��� �
�'�	��� B�� WS�
8���� ���	�� �
� ��� ����'���#	��� $31

τ
∑
n∈Z

∫ ∞

0

ds

s
ψs,nsτ (ψs,nsτ)

∗ = I. =�'��%;>

��������������	 ,�� 
���� ��� �#��� sm = σm, m ∈ Z ,�	� ��� ����� ������
σ > 1 ���#	������	�� ��	 ���	��� +,������ +,�� �#���� ��� ∆sm ≡ sm+1−sm = (σ−
1)sm� ����� #��� ��� 4�G ds

s
�� =�'���)> �
	�� ��� ���#	��� A�	���� ∆s

sm
= (σ−1)


�� ��� <����	�� �
	�� ���� ���	�:����	���� �
��� �	���+� ,�	���� Y (ω) ,�	�
+
 Yσ(ω)

Y (ω)σ ≡ (σ − 1)
∑
m∈Z
|ψ̂(σmω)|2 =�'��%�>

*
� ,�	� �� =�'���)> ��	 #�����
��	����� (�	�����	 s �
	�� ��� ���#	��� �#��� σm

�	���+��

,���� ψs(t) = |s|−pψ
(
t

s

)

ψs,nsτ(t) =⇒ ψσm,nσmτ (t) = σ−mpψ
(
t− nσmτ

σm

)
≡ Ψm,n(t)

=�'��%�>

%�



<� ��	 "��@+������'?
�#���� �� =�'���)> ,�	� ������ s → σm �	���+��
f̃(s, nsτ) ,�	� +
 f̃(σm, nσmτ) = Ψm,n(t)

∗f � 
����� +
 =�'���)> �	���� ���� �
�
���� �� ��	 7��� =(�	�����	 n> 
�� ��	 �#��� =(�	�����	 m> B�����H���� ���#	�'
�����	�� A�	����C

Yσ(ω)f̂(ω) = (σ − 1)τ
∑

m,n∈Z
Ψ̂m,n(ω)Ψ

∗
m,nf =�'��%�>

��	 ?�#��	 (σ− 1)τ ��� ��� 4�GI ,������ 6���� (
�#� ��	 7���'�#����'�����
Sσ,τ = {(±σm, nσmτ) : m,n ∈ Z} +
��,����� ,�	�� ��� #�����
��	����� 4�G ���
����� ���#	������	�C

dsdt

s2
=
ds

s

dt

s
→ ∆sm

sm

∆tm,n
sm

= (σ − 1)τ =�'��%%>

*
� ��� =�'��%�> �
	 ���� ���� f̂(ω) �
�+
�J��� ����� ��	 	�+��	�#� �	���
Ψ̂m,n = Y −1

σ (ω)Ψ̂m,n ���
�+� ,�	�

f̂(ω) = Y −1
σ (ω) (σ − 1)τ

∑
m,n∈Z

Ψ̂m,n(ω)Ψ
∗
m,nf =

∑
m,n∈

Ψ̂m,n(ω)Ψ∗
m,nf=�'��%5>


�� ��� ��B�	� ?�
	��	�	�����	���	�� ������G���� ��� ������

f = (σ − 1)τ
∑

m,n∈Z
Ψm,nf̃(σm, nσmτ) =�'��%�>

�� ��� �
� B�����H���� ���#	���� �	��� Wσ,τ = {ψσm,nσmτ ≡ Ψm,n : m,n ∈ Z}
�����������	��

 � (
���	����
���� 
������� )(#
*

��� ������ #��� �� ����� ���#	���� �	��� Wσ,τ ��������	� 
�� �����������	� ,�	'
���� ����	 ���� ��� <����	��� B�� f̃ ��	 ��� 6�,������� ���#	���� 7���2 
�� �#����'
��	�����	 +
 ��	�������

��� 4
���	����
���� 
������ ��� ���� 	�#
	��B� 4������ +
	 ���#	���� 
������

�� �������� B�� �������� ��� ����� ���� B�	��������� �#������#��	 σ = 2� ���
������ f 0 ,�	� ��	 ��� ∆t = τ �� ����� ������������ ���� f

1
�
� ����	 �	���	��

�#��� ∆t = 2τ 
�� ����� ������������ f̃ 1 ��� ∆t = τ +�	���� =�'���5>� �����	

A�	���� ,�	� ��� f
1
,����	���� 
�� �	+�
�� ���� $���� B�� f

1
, f

2
, f

3
, . . . , f

N

��� ��� ������� f̃ 1, f̃ 2, f̃ 3, . . . , f̃N ��� �
� 6���	 �#��� ∆t = 2mτ ����	��	� ,�	����
��� �� ��,������� f̃m−1 #J���� ��� ���� �
��	�������� ��	 Ψm,n ��� ���#	����
�	����Wσ,τ �
�����G� ,�	���� ��� ������ #��� ���� N <��	������� 	�#����	
��	�

,�	��� ��� f 0 = f
N
+ f̃ 1 + f̃ 2 + f̃ 3 + . . .+ f̃N � ��� �� �	+�
���� f̃N ������ �����

�
	 ����� �	��� �����	� �
�� ���� 8�����

%�



9�	 ���	�� �
� ��� 3��	������� �	��������� T =����� +
 B�	,������� ��� ���

������'3��	���	 T > 
�� ���������� D�

T 
�� D ,�	#�� �
� ���� ?
�#���� f ��I

(Tf)(t) = f(t− 1) ⇒ (T nf)(t) = f(t− n)
(Df)(t) = 2−

1
2 f

(
t
2

)
⇒ (Dmf)(t) = 2−

m
2 f

(
t

2m

)
��G B�	��������� A�	������ �	������ ,�	���� ��� 3��	���	�� T 
�� D ���� ��B�	'
���	��	 〈Tf, Tg〉 = 〈f, g〉 = 〈Df,Dg〉 
�� 
���H	 T ∗ = T−1I D∗ = D−1�

����� 3��	������� �
� ���� ���� +
 ���+�L+��	���� ?
�#���� φ ����,�����
�	+�
��� ������� B�	���������� A�	������ B�� φ�

φm,n(t) ≡ (DmT nφ)(t) = 2−
m
2 (T nφ)(2−mt) = 2−

m
2 φ(2−mt− n) =�'��%)>

����� ������ �
� ��	 �#��� m ∈ Z +
 ��� 7����
�#� n ∈ Z ��� ������ f ��� 9���
���� A�	������ B�� φ ���
�+� ,�	���I �HG� ���� ��� ����� ��� ������ f ���	 ���
��������� 8�������
���+���	�
� �
� ����� �#���� ��	��������

.	
���H�+���� ,�	� φ ���� ����� ������B� <��
���
�#���� ��� ����	 8	���� W
+���	��	� 
� t = 0� 4�� =�'��%> ��� ��� f̃ ��� ����	��	�� ����������	������ 
�� ��H'
��	 �� =�'���)> 
���	 ���������� 8�����
���� ��� 
�����
�� ����	�	����	� ,�	����
8����� ��� ����� f̃ = 〈ψm,n, f〉 ��� ����	� (	��
#� f = 〈φs,t, f〉I ��� ���� ��� ��'
�������� ��	�����
�� B�� f �
� ��	 �#��� m �
� ����	 8	���� 2mW +���	��	� 
�
t = 2mn ��	���������
��� ?
�#���� φ ������ ��� A�	�
����+
���� �	������ 
� ���� 4$
 +
 ����	��	��C

�� 3	����������H� ��	 B�	���������� �	��������	��� A�	������ �
� ����	 �#����

〈φn, φk〉 = δkn =�'��%->

�� 3	����������H� �
� ����	 �#��� �	+,���� ���	 ����� ��� 3	����������H� +,�'
����� B�	���������� �#�����

〈φm,n, φm,k〉 = 〈Dmφn, D
mφk〉 = δkn =�'��%!>

�� <���	�	����	� ��� φ ,�� �� =�'����> ��� 9��	����������#���������� =2 �+,�
��� ���� ����� ������B� �����	��	��	� ?
�#���� 2>I ���� ��� ��� A�	����
���'
�
�#���� F (x) =

∫ x
−∞ dt φ(t) 
�� ���� A�	������ φn �
� ���� ��	���	�I ,���

��	 f ≡ 1 ����

〈φn, f〉 =
∫ ∞

−∞
dt φn = 1 =�'��5;>

%%



9��� ����� A�	�
����+
���� �	����� ���� ������� ��� ?
�#������ {φm,n : n ∈
Z} ��	 ��� ������ m ∈ Z ����� 1���		�
� Vm �� L2(R) �
��

Vm =

{
f =

∑
n

φm,n un : ‖f‖2 = ∑
n

|un|2 <∞
}

=�'��5�>

��� φm,n ������� ���� �	�����	���� 8���� �� Vm ��	� ��	 ���,��#�
�� B�� f ����
��	 8���� φm,n ��� ��� "��@+������ un∑

n

φm,n un = Dm
∑
n

φn un =�'��5�>

�����	���� ��� 
�,���
�� B�� Dm �
�
∑
n φn un ∈ V0� Dm �	+�
�� Vm ��� 1���	'

$�
� B�� V0�

Vm = {Dmf : f ∈ V0} ≡ DmV0 m ∈ Z =�'��5�>

Vm ��� ��� 8��� B�� V0 
���	 Dm�
�� f �� Vm �	�������� ���,��#��� ���I ,�	� ��� �	��������� (	�6�#���� ����

Vm �
	�� Pm : L2(R)→ L2(R) ��L���	�C

Pm =
∑
n

φm,nφ
∗
m,n = Dm

∑
n

φnφ
∗
nD

−m = DmP0D
−m =�'��5%>

��� ������ f #��� ��� Pm �
� ����	 �#���

fm(t) =≡ (Pmf)(t) =
∑
n

φm,nφ
∗
m,nf =�'��55>

��� �����	�������	 

MJ�
�� �����	 �#��� m 	�#����	
��	� ,�	���� 9��� ���
������ �
� ����	 �#��� ��� ∆t = 2m ���������� ,�	� ����� ��� <���	��������I
��� �
� �#���� #�����	 2m ��������� ���� B�	��	��� ��	 $�
� Vm ������ �������
�
	 ����������	�������� ��� ∆t = 2m ���������� ��	 $�
� Vm+1 ��� ���� ���
����	�
� B�� Vm�

Vm+1 ⊂ Vm ��	 ���� m ∈ Z =�'��5�>

����� 8�+���
�� ���	� +
 ����� ,�������� 7
���������� +,������ 8�����
�#'
������ �
� +,�� B�	���������� �#���� =2 ��� Dφ ∈ V1 
�� V1 ∈ V0 �
G �
��
Dφ ∈ V0 ���� 2>I ��	 �����������2.�����
��C

Dφ =
∑
n

hnφn =
∑
n

hnT
nφ ≡ h(T )φ =�'��5)>

<� �����	 .�����
�� ,�	��� ��� "��@+������ hn ��	 φn ����������� ��� 
�,���
��
B�� Dm �
� φm �����	���� ����� ���+ B�� "��@+������ �
� ��	 �H������ �#���
m+1� ����� "��@+������ ,�	��� �
	�� ��� ��	��� ��������	��� 3��	���	 h(T ) =∑
n hnT

n �	+�
��� ��� ������� �� ��	 �����	�������� 8���� ��� ���������� ������
�
� ��	 �	���	�� �#��� ��	� h(T ) ,�	� ������� ���������	��� 2/������ ��+��������

%5



<� =�'��5)> ,�	� ��� �������	�� A�	���� φn ��� 8���� ���
�+� 
� ��� �#����'
�
�#���� φ ��� ��� "��@+������ hn �
� ��	 �	���	�� �#��� ��� �
��	��������
+
 ���,��#���� <� =�'��5�> ��� ��� ������ f �� ��	 8���� φm,n B�� Vm �
� ����	
���������� �#��� ��� ��� "��@+������ un �����	������ ���,��#����

1� ����� A�#��	 �� ��� $�
� V0 ��	+
������� ���	�� ,�	 ������ +
 =�'��5)>
����� 3��	���	 u(T ) ���∑

n

unφn =
∑
n

unT
nφ ≡ u(T )φ =�'��5->

��	 ��� �����	�������� "��@+������ �	+�
��� A�#��	�� �
� ����	 ���������� �#���
�� Vm �	�H�� ��� ���� �
	�� Dmu(T )φ� ��� A�#��	 �� V1 #��� ��� ��	 ��������'
�� =�'��5)> V1 = DV0 �	+�
�� ,�	����

Du(T )φ = u(T 2)Dφ = u(T 2)h(T )φ = h(T )u(T 2)φ =�'��5!>

����� ���J	� ��� 	����� ����� B�� =�'��5!> +
 V0 �� ��� V1 ⊂ V0 �
���������
,�	�� 9��� �
� ����� ������ Dm ����,����� ,�	�I �������� ��� $�
���	
#�
	
Vm+1 ⊂ Vm ��	 4$
�

��� 3��	���	�� h(T ) 
�� u(T ) �����	����� ��� �
� ��	 ?����	����	�� ��#���'
��� ��
	���'(��������I ��� ��� ��� "�����L#����� B�� ������	��� ����
��	��H���
����	 ?
�#���� �J����� ���� hn �� =�'��5)> 
�� un �� =�'��5-> ���� ���� ?����	#��@'
+������� ��H��	 ���J����� ,�	 3��	���	�� H 
�� GI ��� ��� ��/���� ���/�	�� �����
%.3
* ��+������� ,�	��� #J����� <� 
�������� ��� ���	 ��� ������� �	�����	��'
���� ��� ������� ��� #�		��������	���� <��
��'
��,�	� h(t) ��	��������� 

�� ��

$4
'4������� N8K)�O ,�	��� <$? N���-%O ���
�+� 
� ���� ���������,�	� +

���	�#��	����	���

��� 4���� ��	 (������� h(T ) 
�� u(T ) ,�	� ��� P ��+�������� P ��� ��'
+������ ��	 8���
�� B�� �
���� 
�� (	��
#��� ���� 
����	� N"��!�O� 

� ����	
8�+���
�� +,������ +,�� 3��	���	�� =h(T ) 
�� g(T )> �����	 4���� ���� ���
,������� $��������2������	�� ��� =(�����'>$�
��� ��� ��� �����	��������
3��	���	 J ��	B�	I �
� ��� �� 
�������� ����% ���� ,����	 ����������� ,�	��

8�B�	 ��� 4������ �	,����	� ,�	�I ����� ��� ������������� ��	 4$
 ��� ���	'
��� +
����������G�� �� ���� ���� ?���� B�� 1���		H
��� Vm �� L2(R) ��	�	�I
��G

�� V0 �
	�� φ ����	��	� ,�	�� φn(t) ������ ���� �	�����	���� 8���� ��	 V0�

�� Vm ≡ DmV0 �
	�� V0 ����	�����	� ����

�� Vm+1 ⊂ Vm�

%� 4�� �	���	 ,�	�����	 �#���I ���� m→∞ ,�	� f ����	 ,����	 �
	�� Pmf
����H���� ��� ������G���� �
	 ���� ���� #�������� ?
�#���� ��	�� ������� ���
���+��� #�������� ?
�#���� �� L2(R) ��� 0�

lim
m→∞Pmf = 0 ∈ L2(R) lim

m→∞ ‖Pmf‖ = 0 =�'���;>

%�



5� 4�� �����	 ,�	�����	 �#���I ���� m→ −∞ ������ Pmf ��� ������ f ����	
�����	 ���	�:����	���

lim
m→−∞Pmf = f ∈ L2(R) �+,� lim

m→−∞ ‖f − Pmf‖ = 0 =�'����>

����� ���������	 ������������� ��P
��+ B�� 1���		H
��� ,�	� ��� 4$

��+�������� ��� ?
�#���� φ ��L���	� ���� 4$
 
���	����	�� ���� ,���∫
dt|φ(t)| <∞ �	����� ����
��� ?
�#���� φ �#����	� ��� ������ 
�� ,�	� ������� ��� �#�����
�#���� ��'

+��������

����� /�
	


9�	 ������ ��� $�
���P
��+ Vm ⊂ Vm+1 �� L2(R) 
�� ���	������ ��� �	�����'
���� "��������� W � <� ��	 4$
 ,�	� ��� ?������ {ψ} =�'��� ��� ��� ����	��
(	��
#� �	+�
��� ����� ?������ ������ ��H��	 �� W ���� 8���� ��� �������

Wm+1 ≡ {f ∈ Vm : 〈f, g〉 = 0 ��	 ���� g ∈ Vm+1} =�'����>

��� 7�	���
�� �� +
�������	 �	�������� #���������H	� $�
������� ��	�
���	��
,�	 ��� Wm+1 = Vm � Vm+1 ���	 Vm = Vm+1 ⊕ Wm+1� ����� #��� ��	 6����
fm ∈ Vm ���� �����
���� ��'#���������� fm = fm+1 + dm+1 ,���� fm+1 ∈ Vm+1


�� dm+1 ∈ Wm+1 ���� �� Wm+1 ⊂ Vm 
�� Wm �	�������� +
 Vm ����I ��� �
��
Wm+1 �	�������� +
 Wm� 
��� 1���		H
�� Wm ���� +
�������	 �	��������I ��
.�������+ +
 ��� Vm� �� ,�� ��� Dm ��� ��P
��+ ��	 1���		H
�� Vm =�'��5�>
����	��	�I �	+�
�� Dm ���� ��P
��+ +
�������	 �	���������	 1���		H
�� Wm�

Wm = {Dmf : f ∈ W0} ≡ DmW0 =�'����>


����� +
 ��� 3��	���	 P =�'��5%> ,�	� Qm : L2(R)→ L2(R) ��� 3��	���	
��	 ��� �	��������� (	�6�#���� ���� Wm ��L���	��

Wm = DmW0 ⇒ Qm = DmQ0D
−m

Vm ⊥Wm ⇒ PmQm = QmPm = 0
Vm = Vm+1 ⊕Wm+1 ⇒ Pm = Pm+1 +Qm+1

=�'���%>

?�	 +,�� 1���		H
�� �
� B�	���������� �#���� k 
�� m ���� Vk ⊂ Vm 
�� Wk ⊂
Wm ,��� k > m ���� ��� 1���		H
�� ��� �	���	�	 �#��� ���� ���������� ��	
1���		H
�� ��� �����	�� �#�����

��� (	�6�#���� Pm �� ����� 1���		H
�� Wm #��� �
	�� ��� ��'#����������
Pm+1 +Qm+1 �	���+� ,�	����

Pm = PM +
M∑

k=m+1

Qk M > m =�'���5>

%)



K��� ?
�#���� f ∈ L2(R) #��� �
� ��� ��� �	���������� (	�6�#������ Pm+1


�� Qm+1 ��'#������������	� ,�	��� fm = Pmf � K���� ������ f #��� �
� �� ��	
(	�:�� �
	�� ��� fm ���	�:����	� ,�	����

fm = PMf +
M∑

k=m+1

Qkf = PMf
m +

M∑
k=m+1

Qkf
m =�'����>

��� 
�����'<���	B�� ��� ������� f ��� ��	 fm �
	�� ∆t = 2m �������� 9�	
��+������ 2−m ��� ��� 

MJ�
�� ��� �������� 4�� �J��	 ,�	�����	 

MJ�
��
m→ −∞ ,�	� ,���� Pmf → f =�'����> +


f = PMf +
M∑

k=−∞
Qkf f ∈ L2(R). =�'���)>

����� ��� ��� ������ �� ����� ����������� 
����� fM ≡ PMf 
�� ���� ��P
��+
B�� �
#+����B� �����	 ,�	������ ������� dk = Qkf ��� k < M +�	����� ������ f
�
	 �� Vm �����	�����	 ���� ��� Wm ���	I ���� Qkf = 0� .�����
�� =�'���)> ����
������� ���� �	��������� ��'#���������� ��� $�
��� ��	 F
��	��'�����	��	��	�	
?
�#������ L2(R)�

L2(R) = VM ⊕
M⊕

k=−∞
Wk =�'���->

4�� ����	 �	���	 ,�	�����	 �#���m→∞ B�	���,����� ��	 ���������� 
�����
Pmf → 0 ���� �
�� VM → 0 
�� ��� ������ #��� B�����H���� �� ��� 1���		�
�
Wm ��	�������� ,�	����

f =
∞∑

k=−∞
Qkf f ∈ L2(R) =�'���!>

,�� ��� �	��������� ��'#���������� B�� L2(R) �����

L2(R) =
∞⊕

k=−∞
Wk =�'��);>

����� ���� �� ��	 6��� ?
�#���� f ∈ L2(R) =2 ����� #��� f �
�� ���� ���	�'
:����	�� ��	�����
�� ����� �����#������ ���������� 
�� ����� ���#	���� �������
���� 2> ���� �����
���� �	��������� ��'#�����������

����� ��$������� ��! &������� (���������

4�� D���� ��	 �	���������� (	�6�#������ P 
�� Q #��� �� L2(R) ���� �	���'
��	���� 8���� �
� {ψ} �������� ,�	���� ?�	 ��� �:��	��������� 8�	����
�� ����
+,�� 3��	���	�� H : L2(R)→ L2(R) 
�� G : L2(R)→ L2(R) ���,�����I ��	��
��L������ ���	 �
	 #
	+ ��������� ����

H = P0D
−1 = D−1P1 G = Q0D

−1 = D−1Q1 =�'��)�>

%-



H 
�� G ,�	��� ���
�+� 
� ��� 1���		H
�� Vm 
�� Wm �:���+�� +
 ���	�#��	�'
���	�� ��,�� ��� ��� ������ $H
��� ����+���	��� 8���� {φ} 
�� {ψ} +
 ����	��	���

��� 3��	���	�� H∗ 
�� G∗ ,�	#�� �
� Vm = Vm+1 ⊕Wm+1 
�� �	+�
��� ���

�����
���� B�� Vm 
�� Wm ��� 1���		H
�� Vm+1 
�� Wm+1�

H V1 = D−1V1 = V0 H∗ V = D−1V1 = V0 HW1 = {0}
GW1 = D−1W1 = W0 G∗W = D−1W1 = W0 G V1 = {0}=�'��)�>

4�� =�'����> ��� ��� ������ �
� ��� 1���	'$H
�� B�� V 
�� W �
��������
,�	���� 9��� �
� f 0 = f 1 + d1 ∈ V0 ,���� f 1 ∈ V1 
�� d1 ∈ W1I ���� ���

Hf 0 = D−1f 1 
�� Gf 0 = D−1d1 =�'��)�>

�
	�� {φ} ,�	� $�
� V0 �
���������� ��	 
�����
�����	���� ��� 3��	���	� H∗

��� V1I �� H∗ �
� u(T )φ ∈ V0 =�'��5-> ,�	#�� <� =�'��5!> ,�	� ��� A�#��	 �� V1
��	�
���	�� H∗ ,�	#� �
� �
� ������ A�#��	

H∗v(T )φ = Dv(t)φ = h(T )v(T 2)φ =�'��)%>


�������� ,�	� ��	 1���		�
� V1 �
	�� ��� 9�	#
�� B�� h(T ) �
� ��� (������
v(T 2) ∈ P ��,������ V1 ��� B�����H���� ���	�#��	����	� �
	��

V1 =
{
h(T )v(T 2)φ : v(T 2) ∈ P

}
=�'��)5>

<� ���+ H�������	 9���� #��� W1 ���	�#��	����	� ,�	���� *��� =�'��)�> ���
W1 ��� 4���� ��	 A�#��	�� �� *
��	�
� =��� �	���������� "���������> B��
V0� 1� ������ *
��	�
� +
 #����	
��	�� �
G H �:���+�� ��	�
���	� ����� ��+

,�	� +
�H���� ��	 4/,��/�� 2/������ S⇑ ��L���	�� S⇑ ,�	#� �
� ��� ����������
������ ��	 �	���	�� �#��� 
�� �	+�
�� �
� ��	 �����	�� �#��� ��� ������ ��� ��	
��������� 
�+��� B�� 
�����'(
�#����

S⇑u(T )φ ≡ u(T 2)φ =
∑
n

unT
2nφ =

∑
n

unφ2n =�'��)�>

����� ,�	� �
	 ��� 
�����'<���	B��� ∆t = 2 �
	�� �������� ����	 *
�� +,�'
����� 6���� 9�	� B�	�������� ��� ������������ ���#�� ,�	��� ������ ��� ���
���������� 3��	���	 h(T ) �� �
��������I ��G �:�#� ��� ����	��#�� A�	���� ���
3	������2������� Du(T )φ +
	��#��,����� ,�	�� 4�� =�'��)%> 
�� =�'��)�> ���
H∗ : V0 → V0

H∗u(T )φ = h(T )S⇑u(T )φ �+,� H∗ = h(T )S⇑ =�'��))>

��� ����	�����	����	 3��	���	� ��	 ��6
����	�� 3��	���	 H : V0 → V0 #��� ����	�
��������� ,�	����

H = S∗
⇑h(T )

∗ = S⇓h(T )∗ =�'��)->

%!



4�� H∗ ,�	� ��� ������ B�	�	JG�	� 
�� H B�	#�����	� ��� ����� ��� S⇓ ≡ S∗
⇑

�� =�'��))> ��	 ��,�������'3��	���	�
9�� ��� ��	 ������'
������ ��	 3��	���	 T =�������I ���	 ��� T ����� ���

������ ��	 ��� �	����������'3��	���	> 
�� ��� ��	 �������� ��	 3��	���	 S
+�	����� ��� 3��	���	�� S⇑ 
�� S⇓ ��� ������ 6��+� �
� B�	��������� �#���� 
��
���+�� �� �
�� ,����	 +
������� <� .�������+ +
 ��	 9�	#
�� B�� T =�'��!> ����
���+ � ����������� �
	�� ��� ��,�������� ��� S⇓ <���	������ B�	��	��� �����	
���� ��	 <���	������I ��	 ����� ���	 �� V1 ��������� ���I ��L���� ���� �� W1 ���
*
��	�
� B�� V1� W1 #��� �
�� �:���+�� �
	�� ����� 8�����
�� ���	�#��	����	�
,�	����

0
!
= Hu(T )φ = S⇓h(T )∗u(T )φ =�'��)!>

=
1

2
D−1

[
h(T )∗u(T ) + h(−T )∗u(−T )

]
Dφ =�'��-;>

����� 8�+���
�� ��� �	����� ,��� ��	 "�����	�
��	
�# �
	�� ��� 9��� B��
u(T ) = h(−T )∗v(T ) +
� A�	���,����� ���	���� ,�	�� �� #��� ��+���� ,�	���I
��G ��� =�'��)!> W1 ��� "��������� +
 V1 =�'��)5> �����	����� ,�	�� 9�� ����
�	,H��� ��� u(T ) ��� 3��	�����I ��� �
������	� ,�	� 
� �� Vm ����� A�#��	 +

�	+�
���� �
	�� =�'��)-> B�	���,����� ��� ���� ��	 <���	������ �� ��� *
��	�
�
B�� V1� 1� ��� ������ B�	�
���	�� 	��	��
+��	�� +
 #J���� +�	�H��� u(T ) �
� ��
+,�� 
������� <� ����� ���� ��	 ����������	������ �� V1I 
�� �� ����� +,����� ��	
��� ��������������	������W1 ��	�������

{
u(T ) =

Vm+1︷ ︸︸ ︷
h(T )v(T 2) + g(T )w(T 2)︸ ︷︷ ︸

Wm+1

}
Vm =�'��-�>

,���� v(T )
�� w(T ) ��������� (������� �� ��	 
����	� P ����� ����� ��� W1

������ +
 =�'��)5> �����	�����I

W1 = {g(T )w(T 2)φ : w(T ) ∈ P} =�'��-�>

,��� ���� ��������� 8�+���
�� +,������ h(T ) 
�� g(T ) �	����� ���I ��� ���	 �
	
��������� ,�	� g(T ) = −T λh(−T )∗ =,���� λ ∈ Z ���� 
���	��� 7��� ���>�

<� =�'��-�> #��� g(T ) ��� �� �	��+��	����	 3��	���	 �
� V0 ����	�	����	� ,�	'
���I �� ,�� h(T ) ��� ���������	 3��	���	� ��	 (�	�����	 λ �� =�'��-!> ,�	#� �
�
��� (������ w(T ) 
�� ����� �
� ��� Wm �
���������� 8�����

����� /�
	
 ��
��� !�
 W �
����


<� ��	 4$
 ,�	� �
�� ��	 1���		�
� W �	+�
��� 4�� ��� ���� ��L���	��� 3��'
	���	�� ,�	� �
� ��� 8���� B��W #����	
��	�� �� ,�� V0 �
� ����	 �#�����
�#����
φ ��	B�	�������� ���I ,�	� W0 �
� ����	 ��� φ #�		��������	����� ?
�#���� ψ
�
�����
�� ��� ,����	�� 1���		H
�� Wm+1 ,�	��� ,�� ��� Vm+1 	�#
	��B ���

5;



��� 3��	���	 D ��,����� W0 = D−1W1� ��� A�#��	 #��� �� W �
� ,�� �����
�����	����� ,�	���� 

� ��� W1 �����	�������� ��	� =2 ��� +,���� (	��
#�
�� =�'��-�> 2> ,�	� ��	 3��	���	 D ����,������

D−1 g(T )w(T 2) φ = D−1w(T 2)g(T ) = w(T )D−1g(T )φ =�'��-�>

,���� w(T ) ∈ P� ��� +
	 �#����'?
�#���� φ #�		��������	���� 8�����
�#���� ψ
,�	� �
� ��L���	� ����

ψ ≡ D−1g(T )φ ∈ W0 =�'��-%>


����� +
 =�'��%)> ,�	��� ��� ��� 3��	���	 T �	��������	�� A�	������ B�� ψ
���
�+� 
� W0 �
�+
��������

ψn ≡ T nψ = T nD−1g(T )φ = D−1T 2ng(T )φ =�'��-5>

A�	����������	� ��� ������ A�	���	�� ��	 ��������� �#���� m ∈ Z ���� ��� A�#'
��	�� �� Wm �
	��

ψm,n ≡ DmTmψ �+,� ψm,n(t) = 2−
m
2 ψ(2−mt− n)

ψσm,nσmτ (t) = σ−mpψ
(
t− nσmτ

σm

)
≡ Ψm,n(t) =�'��-�>

�������=I ,���� p = 1
2

�� σ = 2 �����+� ,
	��>� �� ������� ���� 
� ��� ���#	�'

��� �	��� Ψm,n(t) =�'��%�>I ��	 ��� ���� ��� ������'�������� ��� �	�� ,H����	��
4�G	�
� ��+���� ,
	���

7
 ��	 �	���������� (	�6�#���� Pm �� Vm ��� ������ Qm �� Wm ��������	�
,�	���� 4�� ��� 8���������� �� Wm ��� �
� Qm =

∑
n ψm,n ψ

∗
m,n� K���� ������

#��� �
� ��� =�'���)> ����	 �����
����� ��'#���������� ��� ���#	���� �	���X�
Ψm,n(t) +
���	���� ,�	����

f =
∑
n∈Z

φM,n φ
∗
M,nf +

M∑
k=−∞

∑
n∈Z

ψk,n ψ
∗
k,nf =�'��-)>

f =
∑
k∈Z

∑
n∈Z

ψk,n ψ
∗
k,nf =�'��-->

����� 
����	��
'(������� J

3��� ���� ,����	 ��� ������ ������� 8��	���
�� ��� ���	 ���� ,������� 8�+���
��
��	 ��� 4$
 +,������ h(T ) 
�� g(T ) ���������� 8���� 3��	���	�� ,�	#�� �
�
V0 
�� ���� +
�������	 �	�������� #���������H	�

g(T ) = −T λh(−T )∗ =�'��-!>

��� �	+�
���� 8�����
�#������ B�� V 
�� W ����

Dφ = h(T )φ Dψ = g(T )ψ =�'��!;>

5�



��� ?����	 H 
�� G ����

H∗u(T )φ = h(T ) u(T 2)φ

φ↔ψ︷ ︸︸ ︷
G∗u(T )ψ = g(T ) u(T 2)φ

H u(T )φ = S⇓h(T )∗u(T ) φ G u(T )φ = S⇓g(T )∗u(T ) ψ︸ ︷︷ ︸
H↔G

��� ����	 ������	�� +,������ H ↔ GI φ ↔ ψ 
�� h(T ) ↔ g(T ) B�	������
h(T )I φ 
�� H ���� ��� V '$�
� +
+
�	����� g(T )I ψ 
�� G ���J	�� ��� W '
$�
� ��� ��� 3�6�#� �� V '$�
� ��� ��� #�		��������	����� �� W '$�
�� 9�	
��L���	�� ��� 3��	���	 J : V0 → V0 ��	 ����� ������	�� 	�������	��

Ju(T )φ = −T λu(T )∗φ =�'��!�>

,���� λ ���� 
���	��� (�	�����	+��� ∈ Z B�� g(T ) ����
�� #��� ��+���� ,�	���I ��G

�� J2 = −IV0 C ��� 9�	#
�� B�� J ���� #�����:� 4
������#����� ��� i �+,�
���� 90◦ $������� �� V0 ���I

�� JDφ = DψI JDψ = −Dφ C J �	��� Dφ ∈ V1 ���� Dψ ∈ W1I

�� JV1 = W1I JW1 = V1 C ��	 ������� 1���		�
� V1 ,�	� �
� ��� �	���������
"��������� W1 ���������� 
�� 
���#��	��

��	 $�����������	���	 J �	+�
�� ���� 7�	���
�� B�� L2(R)I ��� ��� /(��#��0'
7�	���
�� ��+������� ,�	� 
�� ���+����� 
�� ��	 
�� ���,������ ������������
���I ��� ����� ��H��	 ���	��	� ,�	��� ,�	��

����* 0	�������1#	�����


��� ��	 ����� 
	���� �
	�������	��� 8�	����
���� ,�	��� ��� ?����	#��@+������
	�������	��

.	
���H�+���� ,�	� ��� ������ ��� ����	 8���� 
�� ��� "��@+������ �����	
8���� ��	�
���	�� ��� �#�++��	�� A�	���	�� ����� ������� B�� 8���� ��� D����
B�� 3��	���	�� +
 �	+�
��� ,�	#� �
� ��� ��	�����
�� ��	 8�����
�#���� φ 
��
ψ ������� ����� ?
�#������ ���� H������ ,�� ��� ������ �
	�� "��@+������ ��'
+������ ��� 8�����
�#������ ����� ���	���	������ $�
��� ��	 6�,���� �J��	��
�#��� ��	�
���	� =�'��5)>� �� ���� ?�	�
���	
�� ����	 8�����
�#������ ��� ��� ��'
�� ��P
��+ �
� ?����	#��@+������ =2 ����� hn �� =�'��5)> ���	 un �� =�'��5-> 2>
	�������	�� ��� 	�#
	��B� 
�,���
�� ��	 3��	���	�� �
� ��� 8���� 	����#��B� �
�
��� ��P
��+ �
� ?����	#��@+������ �	+�
�� ����� ��
�� ���+ "��@+������I ����	
��
�� 8����I ����� ��
�� 1���		�
���� D��	 ��� ��� 8�+���
�� ��	 "��@+������
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��� V '$�
��� 
�� ��� W '$�
��� ���������� ����� ��� �
� ��� #���������H	��
3��	���	�� h(T ) 
�� g(T ) �� =�'��-�> +
	��#+
���	���

g(T ) = −T λh(−T )∗ = −∑
n

(−1)nhnT λ−n

=
∑
n

(−1)nhλ−nT n

gn = (−1)nhλ−n =�'��!�>

����� ��� gn ��� ��P
��+ ��	 ?����	#��@+������ B�� ψ 
�� hn ��� B�� φ� D��	 ���
��������� ,�� ��� 3��	���	�� H : V0 → V0 
�� G : V0 → W0 �
� ��� 8����'
?
�#������ B�� V 
��W ��� "��@+������ ��	 6�,������� 1���		H
�� ����	��	���

G∗ψk =
∑
n

gn−2kφn Hφn =
∑
n

hn−2kφk Gψk =
∑
n

gn−2kφn =�'��!�>

H 
�� G ���� ��/��� ���/�	� ����� =����� �'���!>I ��� ��� B�����H���� 	�#
	��B��
������ ��	 ������'
������ 
�� �������� ������� 

� ���� "��@+������'��P
��+
u0 = {u0n} ����,����� ��
��� ��� ������'��'#����������C

u0 = H∗u1 +G∗d1 ,���� u1 = Hu0 d1 = Gu0 =�'��!%>

?�	 ��������� �#���� m ����C

um = H∗um+1 +G∗dm+1 ,���� um+1 = Hum dm+1 = Gum =�'��!5>


��� ���,������� "��@+������ #J���� ��� ������ B�����H���� 	�#
	��B�� A�	���'
	�� ��	������ ,�	��� ���� ������ ��� <����	�� ,�� ��,� =�'���)> ��	�#� �
�+
,�	'
���� �� ��� ������� ��	 �������� �
��	������ 8�	����
���� ���������
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����+ 2 �����3�4��������

��� 4$
 ���	� �
	�� ��� �#����	�� +
 ����	 ����	���������� 1���	����
�� ��� ?	�'
P
��+��	������ 
�� ����� +
 ����	 �����	�� 

�����
�� �� ?	�P
��+�H���	 �������	
8	���� =,�� +�8� ��� ?�
	��	�������>� ��� 
�����	��� ,�	� �
� ��� ?	�P
��+��'
	���� �
��������� ������G�� ��� 

MJ�
�� ��	 4$
 ,�	� ,����	 �	�J��I �����
��� ?	�P
��+��	����� �������� +�	���� ,�	���I ����G ��� 1���	'$H
�� Wm ,��'
��	 �
�������� ,�	���� �� ,�	��� ��� 3��	���	�� F0 : V0 → V0 
�� F1 : V0 → V0
��L���	�C

F0 = H F1 = −HJ =�'��!�>

����� +���� F1 �	
���H�+���� H������� ������������� ,�� G =�� =�'��!�> ��L���	�>�

F1V1 = −HJV1 = −HW1 = {0}
F1W1 = −HJW1 = −HV1 = V0

F ∗
1 V0 = JH∗V0 = JV1 = W1



� ��� ��P
��+ ��	 ?����	#��@+������ {un} ����,����� ��	�
���	� ���� ��� 9�	'
#
�� B�� F 
�� F ∗ ������ +
 =�'��!�>

F ∗
1 {uk}k∈Z =

{∑
k

gn+2kuk

}
n∈Z

F1{un}n∈Z =

{∑
n

gn+2kun

}
k∈Z

.

��	 A�	������ ��� =�'��!�> +���� F 
�� F ∗ ��� ����+
 ��������� ���G 
�� G∗� ��	
1���	������ ������� ������� ��	��I ��GG B�� V0 ����W0 ��������� �����������	
������ F1 V0 �
� ���������� ��� �� #��� �
�� ���� ��������� "���������� B�� F1I
F0I F ∗

1 
�� F ∗
0 ���
�+� ,�	��� 
� ���� 
�����
�� V0 → V0 +
 	�������	��� F0 
��

F1 #J���� ,�� G 
�� H ���� �	��������� ��'#���������� V0 = V1⊕W1 �	+�
����

(a) FaF
∗
b = δab IV0 ,���� (a, b = 0, 1) (b) F ∗

0F0 + F ∗
1F1 = IV0 =�'��!)>

���� ��������� 7
�����������
�� ��	 ?����	 Fa,b ,�	� ��� ����� ���+ �
� ��'
�	���� ����+��	��� "��@+����� ��	�
���	�� A = {a1, a2, a3, . . . , am} 
�� B =
{b1, b2, . . . , bm} ,���� ��� �H��� B�� A �+,� B ��� |A| = |B| = m ���� <� =�'��!)>
,�	� δab �	���+� �
	�� δAB = δa1b1 , δ

a2
b2
, . . . , δambm � ����� ,�	� =�'��!)> �
� ���������

?����	'"������������ B�	����������	��

(a) FAF
∗
B = δABIV0 ,��� |A| = |B| ≥ 1 =�'��!->

(b)
∑

|A|=m
F ∗
AFA = IV0 ��	 6���� m ≥ 1 =�'��!!>

��	 3��	���	 F ∗
AFA ������ ����� B�����H������ ���+ �	���������	 (	�6�#������

�
� V0� �����	 ���+ ,�	� ���	 ���
∏
A ≡ F ∗

AFA ��+��������

∗∏
A

=
∏
A

=
∗∏
A

,
∏
A

∏
B

= δAB
∏
A

,
∑

|A|=m

∏
A

= IV0 =�'���;;>
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<� .�������+ +
 ��� (	�6�#�����'3��	���	 Pm �� =�'��55>I ��	 f �
	 ����,����
=2 ��� ��	 

MJ�
�� ��	 �#��� m ��� fm 2> ��	������� #���I ��� ���

∏
A ����

B�����H����� ���,��#�
�� B�� 6���� f ��� ���������	 

MJ�
�� �J������

f =
∑

|A|=m

∏
A

f ≡ ∑
|A|=m

fA =�'���;�>

9��� �� �'��!- A �= B ����I ��� ��� ����	� (	��
#� 〈fA, fB〉 = 0� ��� B�����H����
	�#
	��B� A�	���	�� =�'��!%> �� ��� ��� ?����	H 
��G ���� "��@+������'��P
��+
�	+�
�� �����I #��� ����� �
� B�	����������	� ,�	���I ����� ��� FA ��� 

�����
B�� H 
�� ��� FB ��� B�� G ���	������ 4�� ��	 �	���� $�#
	���� ,�	� ����
��������� "��@+������'��P
��+ u ∈ V0 +�	���� ��

u =
∑

|A|=m

∏
A

u =
∑

|A|=m
F ∗
AFAu =

∑
|A|=m

F ∗
Au

A , ,���� uA ≡ FAu ����=�'���;�>

��� ,����	����� r'����� $�#
	���� �����	�

uA1A2···Ar =
∑

|Ar+1|=m
F ∗
Ar+1u

A1A2···Ar+1, =�'���;�>

,���� uA1A2···Ar+1 ≡ FAr+1u
A1A2···Ar ���� ��	 1���	������ +
 =�'��!5> ������� �
�

��	��I ��G ����� �
	 ��� Vm .��������� ��	 	�#
	��B�� ��'#���������� ����I
�����	� ��� Wm ����	 ,����	�� ��'#���������� 
���	,�	��� ,�	���� �����	 ��
�	+�
��� $�
� ��� ������ ��� ����	 8���� �
����������� �� ������� ���� 
� +
'
�������	 �	�����	���	�� 8H
�� B�� $�
���P
��+��� 
��� ��� ���	��� ��+������
������������� ���	�	���� ���� �
� ��� �	+�
��� $�
�'��	
#�
	 �����	 /(�#��0'
7�	���
��� <� �����	 ,�	� ��	��� ���	��	��
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*������ �� "������ � 
�� � ��� B�	���������� ?�	�������� ��	�������� ����I ���
����� ��� ������ �����	����� ,�	��� #���I ,��� ������� B�� ��� �������� ,�	'
��� #J����I ���� �
� ��� 
�,���
�� �����	 ?�	�������� �� #��#	���� 8���������
�������� ,�	����


�� 8������� ��� ����� ��	 ����������� �����'�����	�� ����� �������H	�� (�H��'
���� ��,H���I ���� �����'�����	� 3�+�������� ����� ���������� $��#�������������
*����' �����	� 3�+���������� ���� ������������ 
�� �:��	�������� ���	������� 
�'
��	�
���I 
� ��� ���������� +
 ������� 
�� �������������� ���������� ��� ���
�� ��� ���������� �� �	������������
��������� �+,� ��	�� �J�
�� B�	,����I ���
��� 4����� ��	 ��� ������������ $��#�������������� �� ��� ,������,�� ��	 .��'
������ ���� 
�� �:��	���������� $��#����������� ���� 4�G����� ��	 ����������
3�+�������� ��	 ���	�������'�	��������� $��#���� �� ��	 8���
��B'7��������#�'
$��#���� ��	����+�����

��� B�	�H�� ���� �� ��� 4�G+���	�
� P
��� ,�� ��� /&������� ���		�� ���#
$�����	0=&��$>� ��	 &��$ �	+�
�� ��� ������ ����� �����+�#�
�� ���� ��� ���
+,��'������������� ������ ,������ ����� �����	�� 
�� ����� �������H	�� A�	������
�	+�
��� #����


�� 4�G������� ,�	� ��� "��+���	����� B�� ���������� $��#������ �
���'
+�������I ��� �����'�����	 ��+�����	��� ����� 4�G������� ���� ����	����� ��� ��	�����


�,��� +
 ��,�����I 
�� ����� ����	�	����� 	��	��
+��	��	� 3�+���������� ���
�:��	��������� 4�G������� ��	 4���������� ��	 .���������

$�� +�	�	������

��� "��+���	����� ����� ��� ,������'(	��
#��� *
�D ,�	 ��� 7���	���� ��������
��� ,�	 ��� ����	 ���#�	���������	������ 4������ �������� ,�	����

9�� ��� ��	 ��#������ 8���
��B'7��������#�'$��#���� +����� ���� �
�� ���
������ �:��	����� 3�+����������� ������ (�H����� ������ 
���	�
��� ,�	���� ���
���������� ����� ,�	�� �
� ����� A
Y'������ B�	�����	 
�� #������ ��	� ��'
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�	������ ,�	���� ��� �	���� A�	�
��� ,
	��� ��	� �	��	�����	�� 9���� <�#��'
���������H��� +
 ����	�� ��������I ?����	 �� &������	� 
�� H�������� ��� 1*<Y
��� ������ ��,H��� ,�	���� ?�	 ��� 1���	�
��
���� ��� ����'������� ,
	�� ���
(	��	�����#�� 4�
8 ���
�+�� 4�
8 ��� ��� A�	+
�I �� �������� ����� ���'
��	������������
���� /L����0 +
 #J����� 4�
8 ,�	 �
	 
���	 �3� B�	�����	 
��
�
	�� ����� ������ �������+�� ��� (	��	�����	
�� ��	 �:��	���������� 1���	'
�
��
���� ,�	 ���	 �� & 
���	 1*<Y 
�+
���+��� 

G�	��� ,�	�� (	��	����
���,����� ��� �
	 �
� 9����,�'�������� ��	��� �������� ,�	��� #������� ������
A���+��� B�� 
�,���
���� ,�	 
���	 B�	���������� 8��	������������ #������'
��� +
 ������� ����	 ,�	 ���,������ D�	�,�	� ��+
���� ��� 

� �����	 ���� ���
������� �3�I 9����,� 3��'9�	� 
�� ���
: ���������	� ,�	����

<� ��� ����	�������� ���� ��	 
	���� #��� �	#���� ,�	���I ��G ��� ,�������'
���	 
����� ��	 8�	����
���� ���� A���+��� B�� ����������	 B�	#����	�� 4��	�:'
���	������� ���� ��� &'(	��	�����	
�� B�� ���	'������������� 4��	�:���	����'
��� ��	�� ���� �	�������� ?����	P
����� �� #��� ��� A�	��
���
�� +,���	 <���+��
� 
�� 6 �
	���
� �	�� ���� ���� ��	 <		������� ��	���� ��	���	����
� ,�	 ���
<����	��H� 6���	 ���,��#����� $�
���� ��� �����	��	����� +
 �	�����

��� �@+����� �
	�����	
�� ��	 1���	�
��
���� ��� �� ��	 1����
�� 4
�'
�
8 �J������ <� .�������+ +
 (	��	����� ,�� 4��������#�I ��� �
� �����'
������� 

��	��#�� ���	��	��I ��� 4
��
8 N<��!)O ,�� �
�� 4�
8 �
� 4��	�'
:���	������� �
�����
�� 4�
8 #��� +
�H�+���� ���� ����+����B� 8�	����
����
�
����	��� ���� �	�������	� ��� (	��	����	�	����I ����� +�8� �� �	������������
�'
��� ,�� �� ��	 �������������� *������� ������ �����	����� ,�	��� 
�� ��� ���'
��	�������� 
���+�������� ��	 ��� 7,���������	���� B�� 4�
8 ���	������
,�	����

�� 4�
8 
���	 ���
: ,����	 +
 ���,��#��� ����� +
 ��� �	��H	�� 7����� +H��'
��I ����� ,�	 ��B�� 
������ �������� ������ ��������� ��� ��� (	��
+�����
+
 �
��

��� 
	������	
��� B�� �� ������ �� ��� <�����
� ��	 ��������# ��	 ����'
��	� 1��B�	���� ��� ��� ?
�#�����'8��������# 9�B���� N���!)O ��	 4
��
8
���,��#���I H������ ,�� ��� /*
��	���� $������ ��	 &0� ��� +
 ������ 7����
�#�
��	���� B�	�������� &'F
����� ���� ��	 4
��
8 
������	����� ,�	��� 
�
��	��� �
� ������ ������	� ,����	 +
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� ��� 1����� ��� ��� (	��	���(��#�� 9�B���� ��� �� ��
�� ��	 
	����
���� $���� B�� A�	�����
���� 
�� <���� ���,��#��� ,�	���I ��� �� ��� 
	����
�����M����� ����� 
���	�	����� ��� ����� �H���#��� ��� ,����� ��� �	JG��� ����
��	 A�	��	���
���� ���������

$�� (������������� �����������

1� ��� ������ ���������� +
 ���	�#��	����	�� �
G +
�H���� ��� 4������ ��	

������ �������� ,�	���� 
���	������ ���� ��� ��,������� 

������ �	�������
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<� 
�������� ��� ����� ,�	 ��� ��� ,������'4����� =�'����> ��� ��� *��+,�	#
�
� "���������� ��� ����	 &�������B��� ��	�
���	�� ����� ��������� $��#����
B�	�H
�� �
� ����� �����'7�#�
�� 
���	� .�������	 N.�)�O ��� ��	 ����� $��#����
��� �������������� 4����� ���,��#���� �� ������ ���� �� ��� .�������	'4�����
��� ����'������ +
 ,H����I �� 
���	����������� B�	��������� 
���#�� ���
�+� ,�	'
��� #J����� ����	����� ��� ������ 4����� �� ��	 ����	��
	 �������	�I ,��� �� ���
$��#�����'"�����# �
� �����	����� 
���	�	����� ���� ����� �
	 ��� F
����H� ��	
����������� <���	�	�������I �����	� �
�� ��� ��	 ����	������	��� "����������

�� ��	�� &�������B��� �
� ����� ���������� ������ #����	
��	� 
�� ��,�	���
,�	���� 

�� ,H	� B�� ��	 ������'��������� ���	�	����	I �� ��� ��� ��� �	���'
����� �� ��%�� 
�� ��� ���	����������

��� �����'7�#�
� A�	������ B�� �������� ��� ����� ��	 ����������� �����'
�����	� 
�� �����2�������H	� (�H������ 
�� #��� +
��� ��� �
	 +,�� A�	��'
���� ��	�������� ,�	���� A���� A�	���	�� =2 ��,� +
	 ����������'
������ ���	
+
� 8�������� ��� A�	������� ��� ����
��B �:�������� ���� E��	���� B��
�������H	�� �� ��� �����2�������H	�� 7
����� 2> ���� �� �����'7�#�
� ��������
,�	��� N?
D!5OI ����G ,�	 �� ��� ����� ���	 �
� 
���	�
����� ������B�	���'
��� +
 �
� ������ 9��	���������� ,�	��� ,�	 #���� ��
�� �	#��������� ���	 ���
����'������ ��,����� #J����� ���� ����� ,�	 �
�� ����� B�	�
<� .��������I ��� B�	�������� �	�������� ,�	��� ��H��	 ���
�+�I 
� �
� ���
F
����H� ��	 <���	�	������� +
������G��I ��� �
� =�'��-�>I ���� ��� ���#	���� ���'
��5� Ψm,n(t) �����������	�� 4�G,�	�� +
	��# �����

����� /��������� !�
 )�!���������	
��


��� .�������	'4����� ��	 ��� ��� ,������'$��#���� ,�	 �� 
�������� ���
�
	�� =�'����> ��������

dξ1
dt

= −Θ(ξ1, ξ2) + v��
dξ2
dt

= aΘ(ξ1, ξ2)− k · ξ2 =%'���>

����� ��� ��� $��#��	�
�#���� Θ

Θ(ξ1, ξ̄2) = e��� · ξ1 a1ξ̄
2
2 + a2

(a3ξ1 + a4)ξ̄22 + (a5ξ1 + a6)
=%'���>

��� ξ̄2 = −ξ2 + 2.4I ,���� ��� ξ1I ξ2 
�� ξ̄2 �������������� "��+���	������� ����


��

e��� = 10−7 a1 = 0.0509 a4 = e���
v�� = 0.2 a2 = 9 · 10−4 a5 = 10−9

k = −50 a3 = 2 · a5 a6 = e���
a = −100

=%'���>

��� ������ ��� �� (�����	�
� 
��� %��� ���	�#��	����	� ,�	����
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�� %��C �&������ ��� #�*	��*�� "������ ��� #�������� +!,�,+ ()� ���
5�(
�������������� ξ1(0) = 41.30 ��� ξ2(0) = 0.491 ��� ��� 6
�
������
�% -7!
+�,.� ����� ξ1 ��� ξ̇1 
�� 8������� ��� ��� 9���: ��	
�� ξ2 ��� ξ̇2 
�� 8������� ���
��� 9���

��� ������ ����	���� �� 
��� %�� ����� ���� H������� �� ������� ���� ���	

� ���� $���:��������+�������� ��� ��	 ξ1 ��� �������� A�	����� ��� ����	 "��'
+���	����� =?����B�	�����> 
�� ξ2 ��� �������� A�	����� =���
�	B�	�����>I ��� ���
"��+���	����� ξ1 	�����I ���� ��� ��� ����	 �
	 ���� ,��������� ��	����	� "��+��'
�	������ ��� ,�	� ��
�����I ,��� Θ(ξ1, ξ2) �� ��� ��	�����
�� ����	 ��+��#�����#

�����	�� ,�	�C

Θ(ξ1, ξ2) =
v���

1 + K	

ξ1

=%'��%>

��� ��	 ��:������ 1����+	��� v��� 
�� ��	 4�������� "�������� K	

v��� = e���
a1ξ̄

2
2 + a2

(a3ξ
2
2 + a5)

K	 =
(a4ξ

2
2 + a6)

(a3ξ
2
2 + a5)

=%'��5>

��� .�����
�� ��	 ��� $��#��	 ξ̇1 = v��−Θ(ξ1, ξ2) ������I ��G ��� "���������
ξ1 ��� $��#��	 ��� ��	 $��� v�� +
�����	� ,�	� 
�� �� $��#��	 ��+��#�����'
���	� ��� ��	 $��� Θ(ξ1, ξ2) 
������+� ,�	�I ,���� ��� $��� Θ(ξ1, ξ2) �
	�� ���
"��+���	����� ��	 "��������� ξ2 ��	����� ,�	��

�� ��� $����#��������� ξ2 �� ��	����	 "��+���	����� B�	������ ���I #��� ���
���	 ������� 	�����	��I �� ��G ���� ��	 A�	������I �� ��	 T���	
�� =�� �	������'
P
��������> ��	 ��������� "��������� ,���	��������� ��� ��� ��	 .	
�� ��	 ���
T������#��� ��	 ������ ����	�����
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8��� ��� �����!9*���� ��� �� ������ ��
��
���� ����	
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��������� ��	 ?�	� %'
��%5 ,�� �� �� 
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��	�:������� ��� ��� $���'
:��������+���������� �H
L� +
 L���� 
�� �	�J������ ��I ,�� �� ?�������� ��+����I
���� �
�� 8����	���
�� ��� ������� +
 �	�������

��� (	��	��� ������� ���
���	� ��� ������'A�	������ �+,� ��� �J�
���� ��
��	 1����
�� ��� ����
�H	�� (
�#��� 
�� �� ��� B�	���������� ���H���� ���
������# ��� 4�����'������� ��� ����� ���	�#��	����	��

��������� !�����,�� 2����0���

?�	 ��� ��� ,������'4����� ��� ���� ��%�� 
�� ��� �
� ��	 *��+,�	#'?�	�
���	
��
��� ���������� 8����	���
�� �� ?�	� ����� �� �	�����������
����������� ����'
������ ,�	���� <� 
�������� %���� ��� ��� ������# ��� ����'������� �� �����
(�����	�
� ξ2 ����� ξ1 �����	������ <� ������ ?��� ,�	 ��	 B�����H����� ���+
��	 A�	������ ξi 
�� ξ̇i �������� <�� �
	�� 4���
�� �
	 ���� ������'A�	�����
=���,���	 ξ1 ���	 ξ2> +
�H������I �� #��� ��� ������ �	��+��� �� (�����	�
�
���	�#��	����	� ,����� 
�� �����	������� ������'A�	����� #J���� �� (�����	�
�
���� +�8� +�������� �� �	������P
�������� B�	���������	 3	��
�� ������������	
�
����	���� ,�	���I ����	 ������ ��� (�����	�
���	�����
�� �
	�� <����	�����
���	 �� �	�������� ��	 ���������� A�	����� #����	
��	� ,�	��� #J����� ����
��� ������'A�	������ ������ �� (�����	�
� ���	 ����� 3��	������� =�	�����	'
��������> +
�������	 �� 8�+���
���

��� ������# ��� ����'������� ,�	� �
	�� ��� �
������� �� �	����������'
��
��������� �	���	 3	��
�� �����	������ 9H	� �� �
	�� ��� �� �	����������'
��
�� n'��	 3	��
�� �������I�� ���� �� ���� �	�����	������I ��� �
� n ���'
�� �	���	 3	��
�� ���	�� ��� �����	�������� A�	������ ��� �	�����	���	���
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����	���� ,�	���
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�� +
 �	�������

�� ��	 B�����H����� ���+ ��	 �����	�������� ������'A�	������ ����� �������
���I �����	� �
	 ���� A�	����� �
	�� 4���
�� +
�H������ ���I ,H	� ��� ��������
A�	����� +
 �	��������

*��� .�� �'���) ��� 
���	 ���������� A�	�
����+
���� ��� �	�����	���	�� f̃
����� ������� f ��� �
� ����� ?�#��	 +
 ��	 
�����
�� B�� f �	���	������� �������
�����	���� ��� ��B�	�� �	�����	������ �
� �	���� ���� 9���� ��	 <����	������ 
�
�����	 ������ ,�	� ��+���� ��� ��� �������� ������'A�	����� ��� =�'��%>

f̃(s, t) = 〈ψs,t, f〉 =%'���>

������ � ,�	��� #����
���� �H
�� ��	 ������ �	��+�������� 
�� �:�����	������ ?��� ��������� ��	�
� ���'

�
� ���� 
�����
�� +
 ������� .��������� ��H��	�	 1���	�
��
���� ��� �� ����
��� "	���	�
� +
 ���,��#���I ��� ��� ��
	����� ,�	��� #���I �� �
	�� f̃ ���� ��
�
�����	������� ������'A�	����� �	+�
�� ,
	�� 
�� ,�	 �
� ����� ���� 

G�	���
��� ��B�� �
�+
�����I ��G �� �
	 �� ��� ���������� ?H���� �������� ,�	� �
	��
�����#������� 4���
�� ��� <���	������ B�� ����
 ����	 ������'A�	����� �� �����
������ +
 ��	�
���	��� �� ,�	� ����	 ���,����� ����I ��� ������'<���	������ �
�'
+
������I ���������� ���	 B�� ��� +
 �	����� ,�� ,����H
L� ��� /$�
�����0
��+������� ,�	��

3��	������0�� ξ1 	�������4 5���&�� 
����������0�� ξ2' 4�� =%'���> #���
ξ̃(s, t) = 〈ψs,t, ξ1〉 ��	������ ,�	���I ,�� ���� =�'���)> ��	 �� �	�������� ���'
��	����I ���� ξ̃(s, t) � ξ̇1� ����	 ,H	� ��� ���������	 ����� +
 ,H���� 
�� ���
�����	������� <����	�� �
�+
,�	���� ����� ������ ���
�+�� ,�	 ��� 	�#
	��B� A�	'
���	�� =�'��!5>I ��� (��#��'��#���������� ��� 9�B������ �� ,�	� ��� ������

��� %�� �	+�
��� �� ������� ���� 
� ��� 8�
���	
#�
	 B�� +
�������	 �	�����'
����� �
�'$�
�'"��#����� 

� �����	 7���'�#����'����� ,�	��� �
� ����	 �����'
����� �#��� ��� ���� =�'���-> �������	 +
���	������ ������#���������� f �
�
��� V '$�
� 
�� f̃ �
� ��� ������'$�
� W ��������� =2 ���	 ��� f = ξ1 
��
f̃ = ξ̇b1 =� ��	 ��	������> �����+�2 >�
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��� %�% ��� ��� ��������� A�	����� ξ1 
�� ��� ��	�������� A�	����� ξ̇b1I 
��
��� 
�,����
�� ξ̇b1 B�� ξ̇1 ��	��������� 
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��� %�� +���� ���
�
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�� E��	��������
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� ξ1 ���������� ξ̇b1

�� ��� ����H�������� A�	��
� B�� ξ2�
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�
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 ��	������I ��� ��� #
�
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�� %�%C ����� ;�����
������ ��� 8�����
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��� ξ1� �� ��� "���� ����	
����
����� ()� ��� �������
��
��� ξb2 ≈ ξ̇1� ����� 5����	
��� %���	
�� �
���	
��	
��
ξ2 ��� ����	
����� ������ ()� ξb2

1� ����� 3��	����� �
�� �� ����� 7���'�#���� <���	B��� �
����	�� +
 #J�'
��� ,�	� �� ��	 B�� =�'��!5> �	+�
���� �
�'$�
� ��	
#�
	 ���	��	�� 

� ����	
������������ �#��� ,�	� ��	 �� W '$�
� ���������� ������'
����� �
	�� ��� +

�����	��	���� ?
�#���� �	���+�� �� ��	 ��,������� 3��	���	 =�'��)-> ���
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,�	��� #��� 
� ��� ������#��������� �� ��� W '$�
� +
 �	�����I ,�	� ��	 1�'
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��	�������� ξb1 �� 
��� %�) ��+����� ��	 A�	������ ��� 
��� %�� +����I ��G ��
�	
���H�+���� �J����� ��� ��� ������'������# ��� ��� ��	�������� A�	������ +

���	�#��	����	���

�� ,�	� ����	 �� ��������� ��	 A�	�
�� 
���	������I ��� *
��#����� ��,���
,�� �J����� +
 ����������

$���:��������+���������� �	��
��� *H��	
���� ��	 ��� *
��#����� ξ̇1 = 0 
��
ξ̇2 = 0 +
 �	�������� ��+
 ����� ��� ��I ��G ���� ��� .�����
���� =%'���>
��������	��G�� ���	����� ������C

ξ̇1 = α1 · (f1(ξ1)− ξ2)n1 = 0

ξ̇2 = α2 · (f2(ξ2)− ξ1)n2 = 0
=%'��)>

?�	 ��� ?��� ξ̇1 = 0 ��� ���� α1(ξ1, ξ2) ���� ���,���	 ������B ���	 ������B
��L���	�� ?
�#���� 
�� ξ1 < 0I ξ1 < 0�

��� *
��#����� ���� ���� ��� ?
�#������ ξ2 = f1(ξ1) 
�� ξ1 = f2(ξ2)� �� ��
(���������	��� ��	 6���� 9�	� ξ1 ���	�	� 9�	�� ξ2 ���
���� ,�	��� #J����

�� ���+���� �
� +�8� ��� �����'7�#�
� +
 ����� ξ1 +,�� ξ2 ���J	��I ��	 ��� ����C

ξ̇11 = α11 · (f1(ξ1)− ξ21)n11 = 0

ξ̇12 = α12 · (f1(ξ1)− ξ22)n12 = 0
=%'��->



� ��	�� A�	�H�����

ξ̇12

ξ̇11
=
α12 · (f1(ξ1)− ξ22)n12

α11 · (f1(ξ1)− ξ21)n11
=%'��!>

�	�H�� ��� 
���	 ��	 
������ α12 = α11 
�� n11 = n12 = 1 ���� �	���
*H��	
�� ��	 ��� *
��#���� f1(ξ1)�

f1(ξ1) � ξ̇12ξ21 − ξ̇11ξ22
ξ̇12 − ξ̇11

=%'���;>


��

α1(ξ1) � ξ̇12 − ξ̇11
ξ22 − ξ21 . =%'����>

�����	�������� ���� ��	 ��� *
��#���� f2(ξ2)�
<� 
��� %�) ��� ��� �	������ �����	 *H��	
�� ��	�������� 
�� ��� ��� B�	'

�������I ��� �	������ ,�	�I ,��� �
	 ��� 4�G������ B�	�����	 ��� 
�� ��� +,����
A�	����� ���	 ��� +
B�	 �����	������� 9��� �	������� ,�	��� ���� ��	 A�	��
� ��	
*
��#����� ,����� B�� ��� ����	�������� �� 
��� %�) ��� ���� ��� ��	�� ���	�����I
��� ��� 8�	����
�� ��	 �����������	��� ?
�#���� �
� 3��	������� =<����	�����
���	 �� �	��������> +
	��# ����I ��� �
� ����	 �	���	�� �+,� �����	�� �#��� ���	

�%



�����	�� �+,� �J��	�� �#��� ��	 (��#��'��#����������I �
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9��� ,�� �� #��#	���� ?��� ��� �#��� ��� ��,�������'*�B��
 � =2 �����	���� ��	
+,�������� 
�,���
�� ��� ��,������� 3��	���	� 2>I ,�	� ��� ������ ��� ����	


MJ�
�� ��	��������I ��� 
� ����� 	���B����� ?�#��	 #�����	 ��� ��� ��� 3	�������
������� ������ �
� ��	 �	���	�� �#��� ,�����	 4�G,�	�� ��	 ��� � �#��B� 8�'
	����
�� +
	 A�	���
��� <� #	�������� <���	B����� ��� (���������	����I �� ���
����� �� 3	������ ,����� 4�G,�	�� ��������� ����I #J���� �
� ����	 �	���	��
�#��� ���	��
�� #���� 9�	�� ���	 ��������� �����

��	 1�,�� ���	 ��� 8�	����
�� �
� ����	 ����	�� �#��� ��� ����� ���������
.	
��� ��� �	�������� +�����C ��� �����'�� �	��+��	��	�� ������ #��� �
� ����	
��������� �#��� ��� ����	�	 

MJ�
�� �
	���
� �� �	��+��	� ,�	���� �������
,�	� ��� ������ �
� ���� ��������� �#��� �	�����	���	�I ��� 3��	����� =�� �	����'
���� ���	 <����	�����> �
������	� 
�� ��� �	������ ��������G��� �
� ��	 3	������'
�#��� �����������	��

����� 
������ �	���

��� ����'������ �����	���� ��� ������# ����� /�������
� ���	�� ���# 	�����	0
=&��$>� <� 
�������� ����� ��� ��	 ��������� $��#��	 ��� � ���� ������ ���	�#'
��	����	�I ��� ���	 ��� ?�
G ��� (�	�����	 �� ��� 1����
�� ������
���� ���� ���
��������	�� ������ #J���� ������� +
 ����� ���� �
	�� ��� ������'1����
��
�������� ����I ����G ��� 
������ ��� � ���� ������� ����� �J����� ,H	��

9�	 +����� �
� ��	 ��� ����	�������� ?���I ��G ���� ��	 ?�
G ����	��	�� �HG�

�� �
	 ��� ������ ����� 8���	�� +
 ��� ���������� ������ �����	� 
�� �����
�
�� �
	 ��������	� ,�	�� ��� ������ ,�	� �
	�� ��� $��#��	�
�#���� ���	�#��'
	����	�I ��� ���� ?�H��� �� $�
� Θ(ξ1, ξ2) %'��� ��	�������

���� ξ1 
�� ξ2 ��,�� ξ̇1 
�� ξ̇2 ��� �J�
���� ��� �� �	����������
���������� =%'
���> ��#����I �� �	���� ���� �
� ��� .�����
����������� %���� ��� �����	�� .���'
��
��������� ��	 ��� (�	�����	 v�� Ik 
�� aI ����� ��� �� �	��+ ��	 ������
�� �	������������
���� �������� ,�	�C

a ξ̇1 + ξ̇2 = v�� − k ξ2 =%'����>

���	 B�	����������	� ������ +
 6���� 7����
�#� t ��� �����	� $������� ������C

b1 ξ̇1(t) + b2 ξ̇2(t) + b3 ξ1(t) + b4 ξ2(t) = 1 =%'����>

�
� ����� ��� bi i = (1 . . . 4) �������� ,�	��� #J����� DH�� ��� ��� ��	 ���
������������� 4����� ���������� (�	�����	 bi ���� 
�� ���+� ��� 9�	�� ξi 
�� ξ̇i
��� i = (1 . . . 2) ��	 ���� 7����� ���I �� �HG� ���� ������I ,�� �
� .�����
�� =%'����>
�	����� ���� 
���%�- +����I ��G .�����
�� =%'����> ��	 ��� ������������� 4�����
���	 �
� �	����� ���� 

�� ��� ����	�������� 9�	�� ��	 v��Ik 
�� a ,�	��� �
�
.�����
�� =%'����> �	������� "���� ��� v�� ������ ���� ��	 ��� ξ1I ξ2 ��� 9�	��
��	 $��#��	�
�#���� Θ �
� Θ(ξ1, ξ2) = ξ̇1 − v�� ���������� <���������	� ���
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�� %�)C (���������	���� B�� �����'7�#�
� 
�� *
��#����� ��	 ��� ��'
������������ ����'������� ���#� ���� B�� ��� 3	������'����� ξ̇1 = 0 
�� ξ̇2 = 0�
$����� ���� *
��#����� �	������� ���� ��	 
��	�:������� %'��)� 1���� (�����'
����	���� ��� �����'7�#�
� �	������� �
� �
	 ����	 A�	����� 
�� ��	 *
��#�����
���	�:����	� ���� %'��)� ���#� 
���� �
� ξ1 =�����	���B>I �
� ξ2 =�� �	�������>�

��� *
��#���� ξ̇1 = 0 ��� .�����
�� Θ(ξ1, ξ2) = −v�� 
�� ��� *
��#���� ξ̇2 = 0
��� .�����
�� Θ(ξ1, ξ2) = k

a
ξ2� ����� ������� ���� ��� *
��#����� �
����	 ���

��������������	�6�#���� ��	 ?�H��� Θ(ξ1, ξ2) ��� ��� ?�H���� Θ1 = −v�� 
�� Θ2 =
k
a
ξ2 �
� ��� ξ1, ξ2'����� ��	�
��� 8�	����
���� +
 
��� %�! ,�	��� ��� ��� (	��	��� �
�� �
������	��

��	 A�	������ +,������ ��� ������ ?�
G 
�� ��� ��� $��#��	� B�� ��� ��	 ?�
G
����	��	� ,
	�� ��� �� 
��� %�- ��+�����
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.��������� ��	 1���	�
��
�� ��� ���	 ����� ��� ��������� $��#���� ��� ��������
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� B������	 ��+����I ��G ��� 8�	����
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�����
�� %�-C 
�,����
�� ��	 .�����
�� %'���� ��� ?
�#���� ��	 7����

��� B�		�
������ 4�G,�	��� +
 HP
�B������� �	��������� ,�� �� ��������������
?��� ���	��� �� ��� �� �:��	����� ξ1 �
	�� 4���
�� B�	�����	 
�� ξ2 ��� +

�	�������� ���� �����	���� ��� �� �	��+��	����� 9�� �� 
�������� %����� 9��
���� ,�	� ��� (�������	�����
�� ���	 ������� 8�	����
���� #����	
��	� ,�� ���
��	 ��� ������������� ����'������ 
�,���
�� �������

��� 8�	����
���� ��	 �:��	���������� 7���	���� ,�	��� �
� ��� ��� B�	'
	�
������ 4�G,�	��� �
	�������	�� <� 
�������� %�% ��� ��+����I ,�� $�
�����
�� (�����	�
� ��� "��@+����������� ��	�
���	� ,�	�� ����� 

�����
�� ��� �
�
��� ��,H����� 4�G#	���	�
� +
	��#+
���	��� ��H��	 ,�	� ��� 4�G#	���	�
� ���'
,��#��� 
� ��� ������ �� ���	�	� 8����������� +
 +�	������ 8�� +
 ������ (
�#�
������ ��� ������� ����������	������ =2 �
�� ��� ��� ��� A�	���	�� /8���� (
	'
�
��0 
���	 ��	 l1'*�	� �����	���� ,�	��� ,�	�� 2> �	������� ���� �� ��� ��+
'
������I ��G B�	��������� 4�G#	���	��� �
�� +
 B�	���������� $�
������#�	��
���	��� 9�	��� ,�	 ����� +
 8����� ��	 
������ ����� ���	H��������� ���� ��	
����������	������ ��� /8���� (
	�
��0 B�	�������I ,H	� ��� 

����� ��	 ��������'
G����� 
������ 
� �� �	�������	�

����� �6���	��������
 )�!���

��� �:��	���������� ����'������ ����� ��� ���������� �:��	����� +
�	
���� <�
������ �:��	����� #J���� ��� "��+���	������� ��	 ������B�	������ ξP ="��'
+���	������� B�� Ce4+ ��������	����> 
�� ξE ="��+���	����� B�� Br− ��� ���#'
�	�������������> �������� ,�	����

��� 4���
�� �	���� ��	 ξP 
�� ξE ��� A�	��
� B�� 
��� %��;�
��� 1����
�� ��	 ����
�H	�� (
�#��� ��� ��	 �J�
���'����	I ��� �
� ���

.	��+'7�#�
� +
��
�� ��� �� 
��� %��� ��+�����
��� "
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�����
�� %�!C '�
����(������� Θ(ξ1, ξ2) ��� /��������� ��� �
�
��
���	
��
1���!�*������ ���� ����� ����	
���� /���������� '�	
�� ����� ��
�(��	
� 
�( ���
�������������
�� 8��	
� ��� '�
����(�������� �����!9*���� ��� /�������� ��� ��
������ 8��	
� ������ ���� �����%��	
���� ����� ������ '�
����(������� ��� �����!
%��	
����� �����!9*���� -���.� '�	
� ������ '�
����(������� ��� �����%��	
��!
��� �����!9*���� -���. ��� /��������� -��� ����� ���� �
����
 ��� ��)�.

4������ P
�������B H������I ��� ���	�#��	��������� 

��	H�
���� +�8� ��	 ������'
������� ��	 ���
�	B�	������ ������ ���� �	#������ 9�	��� ��� A�	������ �� �����
(���������	��� ������������	 �
����	����I �� �	�H�� ��� ��� �:��	�������� ��'
������� �J�
���'����	 ��	 
��� %���I �� ��	 *
��#����� 
����,�	 �
	�� A�	���'
�
���� ��	 �	�6�#��	����
�#�� �� ����� ξE = 0 �+,� ξ̇P = 0 ���I +
 L���� �����
��	 ?���I ��G ��� ?����B�	����� �������� ,
	��I ,�	� �� ��� 
���������� %���5
��	 ���� �J��	 �
����J��� 4�G	���� ��� �� 
��� %��� ���������	� ��������� ��� ��

��� %��;�

�-
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� 6
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�����
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� ����� Br− 
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�
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�
��	
�� "�!
�����*���� �
��������� ���� ��� $
��
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��� -7!
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��� 1���	 ���������� 1���H���� ���	�:����	�� (��#��� B�� =�'���;�> ���
�� �	������ ��� �������� �:�����	���� ��������	�� ,�	 ��� 9�	#
���,���� B�� =�'
���;�> ��	 ��� ����������� ?����

��� f ��� ������ ,������ �� n HP
���������� 7�������	B����� ti �������� ��� 
��
4�G,�	�� fiI i = 1 . . . n �����	�� ���� #��� ��� ������ ���	�:����	� ,�	��� �
	��C

f(t) =
n∑
i=1

fiΦi(t) =%'���%>

,���� ��� ?
�#������

Φi0(t) =

{
1 ��	

(
ti − ∆t

2

)
< t ≤

(
ti +

∆t
2

)
0 �����


�� ∆t =
(ti+1 − ti)

2

��	 �#�����
�#������ =�'��%)> �� ����������� ?��� �����	����� ��� ������ #��� ,��
��� =�'��-)> �
� �� +,�� ������B� ��	�� +�	���� ,�	���I

f(t) =

n
2∑
i=1

{
f2i−1 + f2i

2
Φi1(t)

}
+

n
2∑
i=1

{
f2i − f2i−1

2
ψi1(t)

}
=%'���5>

,���� n �� ���� ����	����� 7��� ��� =%'����>

,���� ��	 �	��� ��	 4�����,�	� ���	 6�,���� +,�� �
#+����B� 4�G,�	�� 
�� ��	
+,���� �
� ��	 �� �	��+ �����	 9�	�� �������� ��� ��
�� ?
�#������ �����	�'
���� =�'��%)> 
�� =�'��-�>C

φi,1 = φ2i−1,0 + φ2i,0 ψi,1 = −φ2i−1,0 + φ2i,0 =%'���)>

��� ?
�#���� ψ ����	��	� ������� B�� ��� ������ ��� ��� "��@+������ �� ������'
��	� ���	�:����	�� ��� �� �	������ ���� t ��� ������� 
� �� �����	I 6� #�����	
��� 4�������	B��� ∆t ��,H��� ��� =����� �
�� =�'���)>>C

lim
∆t→0

(
fi+1 − fi

∆t

)
fi

→ df

dt
=%'���->

����� ��� B�	�
������+�I ��� ��� 
�����
�� �:�����	�� .�����
�� =%'���-> ��� �����
���,������	,���� ������ ,��� ��� 9�	�� fi $�
����� ��	�������� ������� ������
.�����
�� =%'���5> ��� ��	 ���������� �+,� �� �	��+��	����� 3��	����� �
�� ��	
B�		�
����� 4�G,�	�� ������ =2 B�	������� =�'��5! > 
�� =�'��-�> 2>�

��� A�	���	�� ,�	� 	�#
	��B �
� ��� ����������� 
�� �� �	��+��	��� ����� ��'
��,����� ,���� ���� ��� ������ ,�� ����� ��	�
���	�C

);



f(t) =

n
4∑
i=1

1

2

(
fi−3 + fi−2

2
+
fi−1 + fi

2

)
φ2i(t) +

n
4∑
i=1

1

2

(
fi−3 + fi−2

2
− fi−1 + fi

2

)
ψ1
i2(t)

+

n
4∑
i=1

1

2

(
fi−3 − fi−2

2
+
fi−1 − fi

2

)
ψ2
i2(t) +

n
4∑
i=1

1

2

(
fi−3 − fi−2

2
− fi−1 − fi

2

)
ψ3
i2(t)

=%'���!>

,���� n = 4 ·m 
�� m ���� ������B� 7���� 

G�	��� ����C

φi2 = φ2i−1,1 + φi,1 =%'���;>

ψ2
i2 = ψ2i−1,1 + ψi,1 =%'����>

ψ1
i2 = −φ2i−1,1 + φi,1 =%'����>

ψ3
i2 = −ψ2i−1,1 + ψi,1 =%'����>

9�	 ���	�� ���	 �:���+�� ����� ���������� 3��	���	 â 
�� ����� �� �	��+��	�����
3��	���	 d̂ ���� ����� #J���� ���� �� ��	�� ������������� B�� ��� ��
	���'
(�������� h(T ) 
�� g(T ) 
���	��������� ��� "��@+������ �� ��	 ������ �
���
,�	��� �
	�� ����� 3��	������� ����	��	��

f(t) =

n
4∑
i=1

(â · â) fi · φi2(t) +

n
4∑
i=1

(
d̂ · â

)
fi · ψ1

i2(t) =%'���%>

+

n
4∑
i=1

(
â · d̂

)
fi · ψ2

i2(t) +

n
4∑
i=1

(
d̂ · d̂

)
fi · ψ3

i2(t) =%'���5>

*
� ���� �� �� .�����
�� =%'���-> +,�� 4J�����#����� 
��	�:��������� ��	 
�'
����
�� B�� f +
 �	������� ������ ����� ��� ��������� 3��	����� �
� ��� �� �	��'
+��	���� (d̂ · â)I 
�� �������	��� �� 
���#��	��	 $���������� ��� �� �	��+��	����
�
� ��� ��������� 3��	����� (â · d̂) ����,����� ,�	�� ��	 1���	������ +,������
��� +,����� 
�� �	����� ��	� �� =%'���!> ����C

(d̂ · â)f4i − (â · d̂)f4i = f4i−2 − f4i−1 =%'����>

,���� i = 1..m =%'���)>

<� =%'���!> ���� ��� ��
�� "��@+������ ����	 �
� B��	 �
��������	 ���������
9�	��� fi ��	������� ��	 ����������� �����	 ����� ��� �	���� B��	 9�	�� tiI
(i = 1..4) B�	,����� ?�	 ��� �� �	��+��	���� 
�� ��������� 3��	����� �� %'����
�	���� ���� ��	 ��� #�		��������	����� <���	B���� �
� =%'���!>� <� 
��� %��� ���
���� B�	������
������

)�



â · d̂
∆t

= 1
2
f4−f3
t4−t3 + 1

2
f2−f1
t2−t1 =

1

2

(
f4 − f3
∆t

+
f2 − f1
∆t

)
=%'���->

d̂ · â
2∆t

=
f4+f3

2
− f2+f1

2
t4+t3

2
− t2+t1

2

=
1

2

(
f4 − f2
2∆t

+
f3 − f1
2∆t

)
=%'���!>

f3 − f2
t3 − t2 =

f3 − f2
∆t

=%'���;>

?�	 ��� .	��+,�	� ∆t → 0 ����� ��� .�����
���� =%'���-> 2 =%'���;> �� ���
�� �	������ ���� t �� <���	B��� t1 ��� t4 ���	� ?�	 .�����
�� %'���� ��
��� ��	
.	��+,�	� ∆t→ 0C

lim
∆t→0

(
d̂ · â
2∆t

fi − â · d̂
∆t

fi =
∆fi
∆t

)
→

(
2
df

dt

) ∣∣∣∣∣
fi

− df

dt

∣∣∣∣∣
fi

=
df

dt

∣∣∣∣∣
fi

=%'����>

���	 ,��� f3 − f2 ��� �� �	��+��	���� 3��	����� ���	������ ,�	�I ��� �� <���:

� ���� B�	������� ���I ��
��� ��	 .	��+,�	�C

d̂ · â− â · d̂ = d̂ =%'����>

����� �������� #��� �� ����	�	����	� ,�	���I ��G â ��B�	���� ����� d̂ ����
��� 
�,���
�� ��	 �� �	��+��	����� 
�� ���������� 3��	����� �
� ��� "�'

�@+������ B�� =%'���!> �	+�
�� ��� �H�����J��	� 3	��
�� ��� ������� �
� ����	
�	���	�� �#���� ������� �	����� ��� 

��	��#� ��	 ���	������ ������� 
�� ���'
��	��+��	��C

d̂ · â · d̂ · â =%'����>

�
	�� ������+�� B��= %'���%> �� =%'����> 
�� 1���	��� ,�	� ��� ��������� 3��'
	����� ���� ���#� ����������

d̂ · â · d̂ · â = (â · d̂+ d̂) · (â · d̂+ d̂) =%'���%>

�	�H�� ��� ���� ������� ��������C

= (â · â+ 3 · â+ 2) · d̂ · d̂
=%'���5>

?�	 ��� .	��+,�	� ∆t → 0 =����	 ��L��������� ������� 7���	����> 	��
+��	� ����
��� ��������� 3��	����� +
 ����	 "�������� k�

lim
∆t→0

(
d̂ · â · d̂ · â
∆t ·∆t

)
= k · d

dt

(
d

dt

)
=%'����>
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�����	�������� ���� ��	 ����	� 

��	��#�� ���� ���	� �
� ���
1����	� 678

,�� ��� ��	�����
� 6��	� ��� ��� ∆t→ 0 ��	 ��	�� ,�7��	� ��� ��8���	�����	��	
�	� ������	��	 2/������	�	 ��� 
������9��
 ����� ���������	 :����	 �	 ��� ;��� t
�<����	�� "�		 ��� ��� 6��	� ��� =��/�����	�� �� ��� "�8���	����7�����	� n'���
2��	�	
 �� ��� .	�������� ��� ��	 ��� ,�7��	� ��� ��8���	�����	��	 �	� ���'
���	��	 2/������	�	  ����� "���� ��� n ��� ;��� ��� ��8���	�����	��	 2/������	�	
�	 ��� ,�7��	��

��� 

����� =<> #��� �
	�� <����	����� ��� 8�������� �� =%'���!> ��� =%'����>
B�	�L+��	� ,�	����

�� ��� ��	 ���,��#�
�� ����	 ?
�#���� �� ���� (����+	���� =�����	'$����>
��	�� "��@+������ �
� ��� 
�����
���� �� ��	 ���,��#�
��������� �������� ,�	'
���I #J���� 
��	�:��������� ��	 "��@+������ �
� ��� �� �	���������	�������
��� ������� �	������ ,�	����

<� ����� <���	B���I �� ��� ���� ��������� 3��	����� â 
�� ���� �� �	��+��	����
3��	����� d̂ B�	���� ,�	�I ��
��� ��� �����	'$����

y = ym + y(1)m · (t− tm) ��� tm =
(t2i − t2i−1)

2
=%'���)>

��� ��� "��@+������C

ym = âfi =
(f2i + f2i−1)

2

�� y(1)m = d̂fi =

(f2i−f2i−1)
2

∆t
����� i = 1, 2, . . . , n2

8�� ����	 (����+ B�� +,�� �	���� ���� ��� (������ +


y = ym + y(1)m (t− tm) + y(2)m

2!
(t− tm)2 + ε(t) =%'���->

����� ε(t) �� ��� 	���
��
 ��	�

��� ���������� 
�� �� �	��+��	����� 3��	������� �	+�
��� ��� "��@+������ =2
����� =%'���->I =%'���!> 
�� =%'���5> 2> ��	 âd̂I d̂â 
�� d̂d̂ 
�� �����	������ ���
�	����������� 4����� (ââ) · f � ����� ��� �� ���+��	�� ?��� ym 
�� y(2)m �����
���
��L���	�� �� ���� +,�� 4J�����#����� y(1)m +
 ���	�:����	��I ��� d̂â 
�� ��� âd̂�


��� �����	� =%'���;> =2 ���	 ����	��� =%'����> 2> y(1)m I,�� ��� �����	� 
��	�'
:������� B�� y(1)m ���� ��	���I �� ��� 
�����
�� +,������ t2 
�� t3 ��� �����
#�����	�� 
������ +
 tm ��,�	��� ,�	� =����� 
��� %���> 
�� .�����
���� =%'
���-> ��� =%'���;>�

���� ,���� .�����
�� =%'����> ���� +
�H�+����� 8���
�
�� +
I ,��� âd̂− d̂â ����
�
�� 
��	�:������� B�� y(1)m ���� 9��� ��� �����	'$���� +
 �J��	�� 3	��
����
�	,����	� ,�	�I ,H���� ��� E��	��,�	�
�� ��	 "��@+������ B�� ���������� 
��

)�



�� �	��+��	����� 3��	������� ��� ,�������	 3	��
�� ��	 ��,������� 3��	�'
�������

���� ?����	�����H�+
�� ��� ��	� ε(t) �	�H�� ��� ����� ��� t ��� �� �	��+
+,������ y =%'���-> 
�� ��� ������,�	� f �������� ,�	�I ���� +,������ t1 
��
t4 �� ��� ������ B�� 
��� %����

<� ��� .	��+,�	�I ��� ��� âd̂I d̂â 
�� d̂ ���� �	���	������ +
 ��� �� �	��'
����P
������ ���� ������ ε(t) B�	�����H������	 #���� ,�	����

9H��� ��� ���� ����� ��	�������	�� 8���� +�8� ����� ψ1
i2 �� =%'���%> �
	��

2 ∗ ψ1
i2 �	���+� ,�	�I ��#���� ��� ��	 =%'����> ���� 8�	����
���'A�	���	��� d̂ ·

â− â · d̂ = 0�

â

â

ââ
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 ()� ��� 5����<��
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���
� ��� �
	
������ ;������� #�%���� ���� ���� 
�(���
����(������� ����� ���
����
�� ��� t1 ��� t4 ��� 
�� ������	
���� ����� ��� ����� ��� ���	
 ��� ���������
;���
���� â ��� ââ %� ��� ������������������ ������ t�

����� )���	���
����	�� �����
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�: �	� ;��� <�=����

��
 /�
	


9�� ���� ��������	� +�	���� ��� 4
���	����
���� 
������ ��� ������ f �� ��� ��		'

���	 �#����	��� ������ 
�� ��� ����	��	��� ������ =2 ����� =%'���5> 
�� �'��!%>>
����

f = (â+ d̂)f = â · f + d̂ · f =%'���!>

,���� ��� 3��	������� â 
�� d̂ �� B�	��	�������� 
�������� ��L���	� ����� ���
,����	����� 
�,���
�� ���	� �
� =2 B�	������� =�'���;�> 2>

)%



f = (â+ d̂) · â · f + (â+ d̂) · d̂ · f
=

(
â · â+ d̂ · â+ â · d̂+ d̂ · d̂

)
· f =%'��%;>

����� (	�+��
	 #��� ������� ,����	���� ,�	���I ��� ���� ����� B�� f �
���'
�	�
��� ����� ?�	 ��� �	���� $�#
	���� �	���� ���� +�8�

f = (â · â · â + â · â · d̂+ â · d̂ · â + d̂ · d̂ · â+ · · ·
+ â · â · d̂+ d̂ · â · d̂+ â · d̂ · d̂+ d̂ · d̂ · d̂) · f =%'��%�>

��� 

�����=<> �
� ��� �� +�	����� ������ ����,����� �	����C

�� ��� ���������� ��,������� ������
(â · â · â) · f

�� ������� ��� ����� �� �	������P
������ �	���	 3	��
�� ��� .	��+,�	�
(â · â · d̂+ â · d̂ · â+ â · â · d̂) · f

�� ������� ��� ����� �� �	������P
������ +,����	 3	��
�� ��� .	��+,�	�
(d̂ · d̂ · â+ d̂ · â · d̂+ â · d̂ · d̂) · f

%� ������� ��� ����� �� �	������P
������ �	����	 3	��
�� ��� .	��+,�	�
(d̂ · d̂ · d̂) · f



����� =<> ��	��	� ��	 ��� ������� �� =�>C <� .	��+,�	� ∆t → 0 ������� ���
+
�������	 �	���	������ ���� 
�� �
�� +
 ��� �	���� �� �	������P
�������� ���
�������I ,��� ��� 4�G�
�#�� �
�	������� ����� �������

(â · â · d̂) · f � k1(â · d̂ · â) · f � k2(â · â · d̂) · f � kd · df
dt

=%'��%�>

����� ki �	���	�����
����������	�� ���


��� ������� ���� ��	 ��� �� �	������P
�������� +,����	 3	��
�� ����

(d̂ · d̂ · â) · f � k3(d̂ · â · d̂) · f � k4(â · d̂ · d̂) · f � kdd · d
dt

(
df

dt

)
=%'��%�>

K���� ��,������� *�B��
 ��� ������� +���� 
��	�:��������� �����	 
����'
�
���� �� 
��H����#��� B�� ��� 4�G����� 
�� ��	 �#���� ��� ������ ��	 7�	'
���
��I �
�� ��� (��#�� ��+�������I #��� �
	�� ��� ����	��	���� ��P
��+ �
�
���������� 
�� �� �	��+��	����� 3��	������� ������L+��	� ,�	���� <� =%'��%�>
��� ââd̂ ��	 *��� ��� (��#��� (ââd̂) · f �
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����� �	7�����	���>��	�����
���
��� �	� !�� )
� ����

���	���

�� ��� ������� ��	 4$
 ��� 
��	�:��������� ��	 
�����
���� ��� ������� f
���	������ ,�	���I #��� ��� �� �	������������
��������� #����	
��	� ,�	��� ��	
,������ ��� ������ ���� �J�
�� ����

F
(
f, ∂s, ∂

2
s , ∂

3
s , · · · , ∂ms

)
= 0 =%'��%%>

,���� F ���� ?
�#���� ��� 
�� ∂ms ��� 
�����
�� ��	 3	��
�� m B�� f ���� ��	
7��� t =�+,� ���� ��	 4���'$�����������> ����� ��� �� �	������������
�� =%'��%%>
��	 3	��
�� m #��� �� ��� ������ B�� �� �	������������
���� �����	�	 3	��
��
���	���	� ,�	���� ����� ��� ��� ?
�#���� F �
� ��� <���	B��� ��	 ��,�������'
*�B��
 �����	H�#��

∂s = s1

∂s1 = s2
���

∂sm−2 = sm−1

∂ms = S(f, s1, s2, · · · , sm−1) =%'��%5>

,���� ��� ?
�#���� f �
� .�����
�� =%'��%%> �
	�� �
MJ��� ���� ∂ms �	������
,�	�� ∂sj ��� ��� 
�����
�� B�� sj ���� ��	 7����

��� ������ f ��L���	� ���� "
	B� �� ����� D���	'$�
�I ��	 �
	�� si 
��
f �
��������� ,�	�� ����� ����� ��� ������ �
� �� ����	 D���	����� S ������
$�
���� ��� "
	B� ��� �
	 �
� �����	 ����� S �
	�� ��� (
�#�� =
�����
����>
{fi} ��� 6���� ti ��L���	�� 
�������� B�� �����	 8�����
�� #��� S �	�� ��,H���
,�	���� ��� D���	����� f =%'��%5> #��� �
� ��	�	����� �
	�� ������ �� �����
m+ 1 ������������� $�
� ���	�:����	� ,�	���I ,���� ��� 9�	�� ��	 ?
�#����
S "��@+������ ��	 ������ �'��-� �����

����* �6���	�������� ?.����@%��� !�� �����
�

1� ��� ����� 
������ +
 B�	�L+��	�� ,�	� ��� 4������ �
� ��� ������ �
�

��� %��� ����,������

��� 7�	���
�� ��� ������� ,�	� ��	 ���� ��,�������'*�B��
� 
�� ���� �J���'
���� ��P
��+�� �
� ��� 3��	������� â 
�� d̂ ��	�������
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