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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einfiihrung

Eine zentrale Erkenntnis iiber lebende Systeme ist, daf sie den physikalischen
und chemischen Gesetzméifigkeiten unterliegen. Mithin auch mit physikalischen
und chemischen Methoden analysiert werden konnen. Diese Erkenntnis hat zur
weitreichenden Wissensvermehrung iiber biologische Systeme in diesem Jahrhun-
dert gefiihrt, und es haben sich ganze Wissenschaftsdisziplinen entwickelt wie
Biochemie, Biophysik und neuerlich Zellbiologie, Immunologie sowie Entwick-
lungsbiologie, in denen spezifisches Wissen und spezifische Methodik zusammen-
getragen sind. Sie haben inzwischen die Analyseverfahren soweit entwickelt, das
jedem dieser Teilgebiete sogar ein eigenes Spektrum von experimentellen Unter-
suchungstechniken zugewiesen werden kann.

Alle diese Teildisziplinen gehen davon aus, daf sie sich mit — im allgemeinsten
Sinne — Systemen beschéftigen. Die Systeme sind aus Komponenten (Bausteinen)
aufgebaut, wie z.B. Aminosaduren oder Nukleotide in der Biochemie, Zellen in der
Zellbiologie, Antikorper in der Immunologie oder Organe in der Entwicklungsbio-
logie, die aufgrund ihrer spezifischen Wechselwirkung eine bestimmte Funktion
erfiillen, und die dazu beitrégt, daf sie in ihrer Umgebung existieren konnen. Die
Bausteine sind in den biologischen Systemen in vielfiltiger Weise vernetzt. Im
Gegensatz zu den klassischen Disziplinen der Physik und Chemie, wo hiufig die
Dynamik entscheidend ist, spielt in diesen komplexen Systemen die Vernetzung
die vorherrschende Rolle. Die Vernetzung der Zellen im Gehirn stellt hierfiir ein
extremes Beispiel dar. Es gibt nur wenige Zelltypen (Neuronen), die aber hochgra-
dig vernetzt sind. Die Funktionalitit des Systems ist dennoch in der Vernetzung
(der Connectivity) zu suchen.

Die biologischen Systeme besitzen noch eine weitere wichtige Eigenschaft. Sie
konnen nur in einer bestimmten Umgebung existieren. Sie sind umgebungsabhén-
gig, weil sie aus der Umgebung Stoffe aufnehmen und an diese abgeben miissen.
Diese Eigenschaft charakterisiert sie als “offene” Systeme, d.h. als Systeme, durch



die ein permanenter Fluf flieken mufs. Die Theorie der Thermodynamik irreversi-
bler Prozesse zeigt [Hak83| und [Pri47|, dak vernetzte, offene Systeme, durch die
ein stdndiger Fluf fliefst, negative Entropieproduktionsdichten aufweisen konnen.
Wechselt ein System von positiver zu negativer Entropieproduktion, dndert sich
sein Systemverhalten erheblich. So beginnt ein vorher zeitlich stationires System
danach mit konstanter Amplitude zu schwingen. Die nicht-linearen Oszillationen
werden héufig nur von einem Sub-System des Systems ausgefiihrt, wihrend sich
das Restsystem zeitlich noch stationdr verhélt.

Biologische Systeme besitzen als weitere charakteristische Eigenschaft Sen-
soren (“Sinne”), mit denen sie Parameter der Umgebung messen. Die MeRwerte
werden dann in geeigneter Weise umgesetzt, so dal das System auf die Umge-
bung reagieren kann. Ein besonderer Sensor, der ihnen eigen ist, ist ein Speicher.
In dem Speicher sind iiblicherweise Ereignisse aus der Vergangenheit der Umge-
bung niedergelegt, die bei Bedarf wieder aktiviert werden kénnen, wie es von der
Erbsubstanz bekannt ist. Hierin unterscheiden sich die klassischen Systeme der
Physik und Chemie von biologischen. Sie haben nur ein Erinnerungsvermogen
an ihre Umgebung iiber einen infinitisimal kurzen Zeitraum, so daf ihr Verhalten
durch Differentialgleichungen beschrieben werden kann. Den Differentialgleichun-
gen liegt meist ein Modell zugrunde, aus dem sie abgeleitet werden konnen. Das
Problem besteht dann darin, Losungen des Differentialgleichungssystems zu fin-
den. Bei komplexen biologischen Systemen liegt die Problemstellung haufig so,
dal das System beobachtet (d.h. gemessen) werden kann und aus den Beobach-
tungsergebnissen Riickschliisse auf das System bzw. die Systemstruktur gezogen
werden miissen. Daher sind in diesem Bereich auch vorzugsweise Analysemetho-
den zu finden, die Aussagen iiber die Struktur bzw. die Vernetzung (Connectivi-
ty) machen. Es sind aus einem Mefsignal die Informationen zu extrahieren, die
Aussagen iiber die Systemstruktur machen, die das Signal erzeugt haben konnte.

In der vorliegenden Arbeit wird versucht, diesem Ziel unter Verwendung der
Signalanalyse mit “frames” am Beispiel von Relaxationsoszillation naherzukom-
men. Dabei wurde wie folgt vorgegangen.

Im Kapitel “Zur Struktur von Systemen” wird fiir lineare Systeme nochmals
aufgezeigt, wie mit Hilfe der Netzwerkfunktion ein Schaltbild fiir eine elektrische
Schaltung ermittelt werden kann, wenn die Antwort auf einen Umgebungsimpuls
analysiert wird. Die zentrale Rolle bei der Analyse solcher Systeme spielt die La-
place Transformation (die verallgemeinerte Fouriertransformation). Thre Eigen-
schaften beziiglich der Signalanalyse und Systemstruktur sind daher nochmals
erwithnt. Uber die Moglichkeit, in Ersatzschaltbildern nicht elektrische Elemente
(z.B. Lautsprecher) quasi wie elektrische darzustellen, wird die Schaltbilddarstel-
lung von elektrischen auf allgemeine thermodynamische Systeme erweitert, von
denen die elektrischen nur ein Spezialfall sind. Das Theorem von Tellegen spielt
fiir die Zerlegung thermodynamischer Systeme in Komponenten bzw. Unterraume
eine wichtige Rolle und wird daher hier beziiglich seiner topologischen Eigenschaf-
ten und hinsichtlich des Prinzips minimaler Entropieproduktion aufgefiihrt.



Schlieflich wird der Spezialfall chemischer Reaktionssysteme niher abgehan-
delt, da aus diesem Bereich spéter ein Modellsystem sowie ein experimentelles
System néher untersucht werden sollen.

Im Kapitel “Theorie zur Signalanalyse” wird die Laplace Transformation von
Signalen auf die Analyse mit “frames” verallgemeinert. Ein Signal in einem
Hilbert-Raum kann in ein Spektruméquivalent transformiert werden und dann
aus dem evtl. manipulierten Spektruméquivalent wieder vollstindig rekonstru-
iert werden.

Der wesentliche Unterschied zur Laplace Transformation ist, daf bei den “fra-
mes” die Basis linear abhéngig ist, wihrend sie bei der Laplace Transformation
linear unabhéingig ist. Die lineare Abhéngigkeit der Basisfunktionen bedingt, daf
als Orthonormierungskriterium die “resolution to one”-Bedingungen eingefiihrt
werden miissen. Es werden Operatoren definiert, die Funktionsbasen im Hilbert-
Raum erzeugen. Die Operatoren, die zur “Multiresolution”Analyse fiihren werden
besonders beachtet, da sie im folgenden Kapitel angewendet werden. Auch wird
auf die Differenzier-, Skalen- und Kommutatoreigenschaft der Operatoren einge-
gangen.

Im experimentellen Teil wird schlieflich die Anwendung auf chemische Re-
aktionssysteme aufgezeigt. Erst an einem Modellmechanismus aus der Litera-
tur, der den biochemischen Stoffwechselweg der Glycosyse nachbilden soll und
dann an experimentellen Meftdaten von einer anorganisch-organischen Reaktion,
die unter Bedingungen eines chemischen Reaktors ablduft und nicht-linear os-
zilliert [FAH95| [EKKOS83] [Gol90]. Dabei wird versucht soviel Information wie
moglich iiber die Struktur bzw. den Mechanismus des Systems zu gewinnen.

1.2 Aufgabenstellung

Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag zu theoretischen Analyse von kom-
plexen nicht-linearen Systemen liefern. Dabei geht es darum aus Mefsignalen
von einem realen System auf die innere Struktur zu schliefen (inverses Pro-
blem) [P.C94| [Maa94|. Diese Situation liegt hiufig bei biologischen Systemen vor
und ist invers zu der der klassischen Naturwissenschaften bei denen die Struktur
meist bekannt ist und ein zukiinftiges Verhalten vorhergesagt werden soll. Dabei
soll wie folgt vorgegangen werden:

e Es soll die System-Theorie beziiglich ihrer dynamischen und topologischen
Eigenschaften aufgearbeitet werden.

e Es sollen moderne Verfahren der Signalanalyse (- hier speziell die
“Multiresolution”-Analyse —) auf ihre diesbeziigliche Anwendbarkeit hin ge-
priift werden.

e Es soll die Computertauglichkeit der Verfahren ermittelt und getestet wer-
den. Eventuell sind Programme zu ergénzen.
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e Es sollen einfache Test-Systeme, z.B: eine nicht-lineare Relaxationsoszilla-
tion, aufgebaut werden, fiir die mathematische und experimentelle Daten
erzeugt und ausgewertet werden kénnen.

e Es soll an den Test-Systemen unter Anwendung der Multiresolution-
Analyse gezeigt werden,

1. dak fiir das Signal ein Phasenraum aufgespannt werden kann [Jia97]
[JP95).

2. dal charakteristische Funktionen (Nullklinen) des beschreibenden Dif-
ferentialgleichungssystems ermittelt werden kénnen.

3. dals auch verrauschte Signale ausgewertet werden konnen.

4. daf unter der Annahme, das System habe Reaktoreigenschaften, eine
Zerlegung in eine Reaktorfunktion des Systems und einen Flufanteil
der Umgebung moglich ist.

e Es soll ermittelt werden unter welchen Bedingungen die im voranstehenden
Punkt aufgelisteten Thesen erfolgreich sind.

e Essoll aufgezeigt werden, in wie weit Signalanalyse die Struktur eines nicht-
linearen Systems aufzukliren vermag.

Es soll hierbei nicht darum gehen Muster in Daten (Bildern) zu erkennen. Viel-
mehr sollen die Grundprozesse ergriindet werden, mit denen die Muster oder
Daten erzeugt wurden.



Kapitel 2

Zur Struktur von Systemen

Die Theorie linearer Netzwerke bietet eine Moglichkeit z.B. elektrische Schaltun-
gen zu beschreiben. In diesem Formalismus besteht ein System aus vernetzen
Komponenten. Fiir die beschreibenden Systemvariablen (in diesem Fall Strom
und Spannung) kann eine Basis gefunden werden, in der sich die Dynamik for-
mulieren 1aft.

In mehreren Schritten wird diese Beschreibung verallgemeinert. Von dem Spezi-
alfall eines elektrischen Systems mit linearem stationérem Verhalten gehen wir zu
offenen thermodynamischen Systemen mit nicht-linearem und nicht-stationérem
Verhalten iiber. Die Systemvariablen werden durch generalisierte Fliisse und Po-
tentiale ersetzt und in einer Basis zusammengefafit. Die Komponenten werden zu
generalisierten Prozessen abstrahiert. Der Prozefs wird auf die Dynamik zwischen
den Systemvariablen zuriickgefiihrt, die durch physikalische Gesetze verbunden
sind. Das gemessenen physikalische Signal erscheint dann als sei es durch die
vernetzten generalisierten physikalischen Prozesse erzeugt worden.

Zu Beginn betrachten wir im Rahmen der linearen Systemanalyse ein be-
liebiges elektrisches Netzwerk. Die Beziehung von Topologie und Dynamik des
Systems zueinander wird daran verdeutlicht.

Die Eigenschaften von Netzwerkfunktionen werden eine Rolle spielen. Netz-
werke konnen wie fiir elektrisches Schaltungen auch fiir physikalisch—chemischer
Reaktionsprozefe realisiert werden [OPK71|. Mit Betrachtung chemischer Prozes-
se wird der Ubergang in den Bereich der nicht-linearen System mit stationirem
Verhalten vollzogen.

In einem weiteren Schritt wird das betrachtete nicht-lineare System zu einem
offenen System mit einem Flufs erweitert. Die chemische Reaktion wird zu einem
chemischen Reaktor ausgebaut, in dem die dynamischen Reaktionsgleichungen
um eine Variable erweitert werden. Diese Variable formuliert Austausch von Ener-
gie und Materie zwischen dem Reaktor und seiner Umgehung. Die Variation des
Flufiparameters bewirkt eine Evolution verschiedener stationdrer Gleichgewichts-
zustinde. Diese Entwicklung miindet in einem Bereich, der durch multi-stationére
und instabile Zustdnde ausgezeichnet ist und nicht mehr durch die linearisieren-



den Onsager-Beziehungen charakterisiert werden kann. Hiufig gibt diese, inner-
halb eines engen Bereiches des Flusses als Kontrollparameter der Reaktion, ihr
stationéres Verhalten auf und beginnt zu oszillieren [FAH95].

Wir gehen in diesem Kontext auf die Aussagefihigkeit verschiedener mathe-
matischer Formalismen ein. Dann versuchen wir einen Ansatz fiir die Analyse
des beobachteten Phinomens zu entwickeln, die eine Aussage iiber den der
beobachteten Reaktion zugrundeliegenden Mechanismus zuléfst.

2.1 Lineare Systeme

Fiir lineare Systeme sind elektrische Schaltungen ein typisches Beispiel. Sie sei-
en daher auch im Folgenden zur Darstellung gewéhlt. Ein lineares elektrisches
Schaltnetzwerk besteht aus Komponenten (Widerstianden, Kapazititen und In-
duktivititen), der Vernetzung der Komponenten und der Dynamik, die den zeitli-
chen Verlauf der Strome und Spannungen angibt. Als néchstes werden die Regeln
der Vernetzung behandelt.

Der Graph eines Netzwerk zeichnet sich durch Knoten, Zweige und Maschen
aus. Ein Zweig wird als eine Strecke dargestellt, dessen Elemente (Endpunkte)
als Knoten bezeichnet werden. In einem Netzwerk haben verschiedene Zweige ge-
meinsame Knoten d.h. sie sind vernetzt bzw. hingen zusammen. Als Weg wird
eine zusammenhéngende Strecke von Zweigen bezeichnet die einen Anfangsknoten
mit einem Endknoten verbindet, insbesondere ist ein Weg bei dem man am Ende
wieder zum Ausgangspunkt zuriickkehrt eine Masche. Solche Netzwerke behan-
delt die Graphentheorie und beschreibt ihre Gesetzméfigkeiten [Wil96] [CD91].

Elektronische Netzwerke ordnen jedem Zweig (Leiter) einen Strom 4, der durch
ihn flieft und eine Spannung u, die zwischen den beiden Knoten anliegt zu.

Ausgangspunkt fiir die Analyse eines Netzwerkes sind die zwei Kirchhoffschen
Gesetze.

1. Die Knotenregel >, i,(t) = 0 besagt:
Alle Strome, die in oder aus Knoten fliefsen, heben sich auf.

2. Die Maschenregel >7'_; u,(t) = 0 besagt:
Langs eines Weges in einer Masche aus n Zweigen summieren sich die Span-
nungen zwischen Ausgangsknoten und jeweiligen Endknoten des Weges auf.
Am Ende der Masche kehrt der Weg zum Ausgangsknoten zuriick. Wegen
der Eindeutigkeit sinkt die Spannungs-Differenz hier auf Null.

Durch Einfiihren von Maschenstromen vereinfacht sich die Darstellung der
Stromverteilung im Netzwerk, die sich aufgrund der Knotenregel ergibt. Maschen-
strome sind lediglich fiktive Stréme, welche entlang geschlossener Wege (Maschen)
im Netzwerk fliefen konnen. Fiir die Vereinfachung ist ein Netzwerk so in Ma-
schen zu zerlegen, daf jeder Zweigstrom durch Uberlagerung der Maschenstrome
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eindeutig dargestellt werden kann. Die Familie der gewdhlten Maschenstrome bil-
det eine Basis, in der jeder Zweigstrom entwickelt werden kann. So erfiillen die
Zweigstrome zwangslaufig die Knotenregel, da jeder einfliefsende Maschenstrom
seinen Knoten wieder verlaft.

1
R1 ..
— i u(t
: g, i
1
2 4
R 2 R 3
3 4
2
L2
——— 3

Abbildung 2.1: Elektrische Beispielschaltung. Links Schaltbild: Die Knoten sind
von 1 bis 4 nummeriert. Ri,Ry und Rs sind Widwerstande und Lq,L, Indukti-
vitdten. Mitte: Graph der Vernetzung von der Schaltung. i,,i und i3 sind Ma-
schenstrome. Rechts Baumkomplement des Graphen

Zwischen den Maschenstromen i ,io und i3 und den Zweigstromen in Abb. 2.1-
Mitte gilt der folgende Zusammenhang.

il ig i3
in| 1 0 0
iz | 10 -1
isa | 0 1 -1 (2-1.1)
inl 0 1 0
iz -1 1 0
i24 0 0 1

wobei i, der Zweigstrom des Zweiges ist, der Knoten [ mit Knoten k verbindet.

Das Schema (2-1.1) ist als Matrix-Gleichung zu deuten, wobei die in der Kopf-
zeile aufgefithrten Maschenstromen mit der Matrixtabelle zu multiplizieren sind,
um die in der linken Spalte stehenden Zweigstrémen zu erhalten. Die Bezugs-
richtung ist durch die Reihenfolge ihrer Indizes festgelegt, 1<k ist die positive
Bezugsrichtung. Je nachdem ob der Zweig in positiver, negativer Bezugrichtung
oder gar nicht durchflossen wird,sind die Matrixelemete 1, —1 oder Null.

Ein Basis—System von m = [ — (k — 1) Maschenstrémen beschreibt die Strom-
verteilung in einem Netzwerk vollstindig (m: Maschenstrome, [: Zweigstrome, k:
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Knoten). Im Bild 2.1-(rechts) bildet das Baumkomplement (englisch “Cutset”)
z.B. mit den Zweigstromen 19, i3 ,i4; €in System unabhéngiger Strome, das eine
Angabe der Stromverteilung im Netzwerk ermoglicht. Die Stréme lassen sich mit
den Maschenstromen durch das Gleichungssystem

B
i 1 0 0
is3 | 1 0 -1 (2-1.2)
i | 0 1 0

darstellen:

Die gewahlten Maschenstréme 41, i5, 23 bilden genau dann eine Basis, wenn
die Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems (hier ist sie 1) von Null
verschieden ist.

Einer spezielle Darstellung mit Maschen (auch als Fundamentalmaschen
bezeichnet) bei denen jeder Strom nur durch einen Zweig des Baumkomple-
mentes fliefst und dieser daher iiber den entsprechende Baum geschlossen wird,
ist immer moglich. Bei geeigneter Orientierung der Maschenstrome féllt hierbei
jeder Zweigstrom des Baumkomplementes mit einem Maschenstrom zusammen.
Die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems ist dann in diesem Falle die

Einheitsmatrix.
. . . 2
‘ b1 12 13 / 4
i 1 0 0
i | 0 1 0 (2-1.3) (2-1.4)
1] 0 0 1

Die Maschenregel erginzt die Fundamentalmaschendarstellung, indem iiber
jeden Zweig (definiert durch die Knoten 1 und k) eine Potentialdifferenz w,, an-
genommen wird. Die Maschen eines Basissystems der Maschenstrome legen ge-
schlossene Wege im Netzwerk fest. Das Gleichungssystem, dafs die Spannungsab-
héngigkeit in den Maschen fiir das Beispiel Abb. 2.1-(mitte) formuliert ist:

Uz U3 U4 Ugp U3 U4 ‘
1 1 0 0 -1 0 |0
0 0 1 1 1 0 |0
0 -1 -1 0 0 1 10

(2-1.5)

wobei die Koeffizienten in der Matrix die Werte +1, —1 oder 0 haben. Fiir +1
stimmt die Zahlrichtung der Zweigspannung bzw. des Zweigstromes mit der Ma-
schenorientierung iiberein und fiir —1 nicht. Fiir 0 ist der Zweig kein Maschen-
element. Da die Reihenfolge der Strome und der Maschen in Gleichung (2-1.1)
gleich ist, stimmen die Zeilen der Matrix in Gleichung (2-1.5) mit den Spalten



der Matrix (2-1.1) iiberein. Der v-te Maschenstrom i, ist an der Darstellung der
Zweigstrome in der gleichen Weise beteiligt, wie die Zweigspannungen in der v-ten
Masche an den Spannungen.

Der Zusammenhang in (2-1.1) ldsst sich allgemein schreiben als

1, = Au,nin (2-16)

(— wobei v = (I, k) eine Zusammenfassung der Indizes k und [ aus (2-1.1) ist —)
und der Maschenregel in (2-1.5) als

0= M,,u, (2-1.7)
sodaf die Matrizen zueinander transponiert sind
A=M" (2-1.8)

insbesondere ist das Produkt i,u, = 0, da (A, nin)u, = in(M, u,) = 0. Dieser
Zusammenhang wird im Tellegen Theorem [OD71| noch néher spezifiziert.

Die Gleichungen (2-1.5) bzw. (2-1.1) bilden ein System linear abhéngiger Be-
ziehungen, die fiir jede beliebige Masche bzw. Knoten des Netzwerkes die Ma-
schenregel bwz. Kontenregel sicherstellt. Sie lassen sich um beliebige Maschen
des Netzwerkes erweitern. Dann erhélt man ein System linear abhéngiger Bezie-
hungen fiir die weiterhin die Gleichung (2-1.8) gilt.

2.2 Laplace Transformation und lineare Differen-
tialgleichungssysteme

In (2-1.1) wurde ein geeignetes Basissystem gewihlt, in dem die zeitliche Ver-
teilung der in einem Netzwerk fliekenden Strome beschreibbar ist. Als néchster
Schritt wird die Dynamik dieser Strome im Netzwerk durch ein Differentialglei-
chungssystems formuliert.

Die Dynamik, die in dem Netzwerk ablauft, verkniipft die Zweigspannun-
gen mit den Zweigstromen iiber die Gesetzte der Komponenten (siehe Abb. 2.1-
(links)).

Z'12
wt) d d l23
e o) = —_— L - L —_ ) 2_2'
(u127 Uo3, ) (Rla R27 R37 ?;14 ) th’ 1 dt) * 194 ( 9)

Wird Gleichung (2-2.9) und Gleichung(2-1.1) in Gleichung (2-1.5) eingesetzt, so
ergibt sich fiir das Beispiel:



iy s is | (2-2.10)

Ri+Ry+ L% —Lid — Ry 0
—L1% R3 -+ L1% —R3 U(t)
—R, —R; Ry + Ry + Ly 0

Aus (2-2.10) lassen sich die Maschenstrome bestimmen. Durch die Gleichun-
gen (2-1.1) sind dann alle Zweigstrome und damit auch alle Zweigspannungen
bekannt. Eine Laplace Transformation A mit

T d

A(f) = /fe_”tdt und A(d—];) =oA(f) — f(0) (2-2.11)
0

auf das Gleichungssystem (2-2.10) angewandt:
A(iy) A(iy) A(is) | (2-2.12)
Rl + R2 + L10' —L10' _R2 —L1 12(0)
—LlO' R3 + L10' —Rg A(’U) — L1 21(0) + L1 22(0)
—Rg —R3 R2 + R3 + LQO' Lg 23(0)

Beachtenswert ist, daf die rechten Seiten nur Anfangswerte und externe Quel-
len enthalten. Das lineare Gleichungssystem (2-2.12) lafst sich nach den A(7) auf-
16sen.

Fiir A(i3) ergibt sich z.B:

A(is) = A(u)%’((g)) + ];”((5)) (2-2.13)
wobei Q3(0’) = Ll(R2 + R3) o+ (Rl + RQ) R3 (2—214)
Py(o) = by-0®+b-0+b (2-2.15)
D(o) = (az0® + azo® + a10 + ap). (2-2.16)

wobei az = 0

Qa9 = Rl . R2 . R3

(11:RQ'Rl'L1—|—R3'R1'L2+R2'R3'L2+R1'R3'L1

ag = L1 . Lg(Rl + R2 + Rg)

b2 :0

b1 :R1'R3'L1'i2—R2'R3'L1'i1+R2'R3'L2'i3+R3'R1'Lg'i3—R1'R3'L1i1

bo:Ll'Rl'LQ'i3+R3'L1'Lg'i3+R2'L1'Lg'i3—R2'L1'il—Ll'Rg'il.
Die inverse Laplace Transformation A~! liefert dann die explizite Losung is:

ig = A" (A(@%) + A (%) (2-2.17)
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und entsprechende Ausdriicke fiir i; und i,.

Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten lassen sich
mit der Laplace-Transformation 16sen.
Die inverse Laplacetransformation erfordert die Zerlegung der Ausdriicke %

P(o)
D(o)
geschrieben werden kann und die oy bis o3 aus der Gleichung D(o) = 0 gefunden

werden, d.h. die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix (2-2.12) sind.

In der Elektrotechnik wird iiblicherweise zur Losung die Fouriertransforma-
tion eingesetzt. Es ist dann ¢ durch jw zu ersetzen, um die Formeln in dieser
Darstellung zu erhalten.

Erwéhnenswert ist noch eine Darstellung des Gleichungssystems (2-2.10) mit
hoheren Ableitungen aber weniger Gleichungen. Durch zweimalige Differentation
der dritten Gleichung (2-2.10)

und in Partialbriiche, wobei der Nenner in der Form (0 —oy)(0 —03)(0 — 03)

d2 2 d d3

R Ry + R L =0 2-2.18
a2 1 — 3dt222 + (R + 3)dt223 + 2dt3 ( )
1aft sich durch sukzessives eliminieren der Ableitungen von ¢; und i, aus der
ersten und zweiten Gleichung von (2-2.10) eine Gleichung

—Ry—

d® d? d . d? d
a3%23+a2dt223+a1dt23+a0 b2d U-'-bgd u+b0 (2—219)

herleiten. Die Losungen der obigen Gleichung fithrt ebenfalls iiber D(o) = (ago®+
az0% + a0 + ag) zum gleichen Resultat. Wird sie mittels Laplacetransformation
gelost, folgt

(az0® + az0” + ayo + ag)A(iz) — P(0) = (bao® + byo + by)A(u) (2-2.20)
wobei
A(i3) = Laplacetransformierte der Systemantwort fiir is
A(u) = Laplacetransformierte des Erregersignales u

P(c) = Linearkombination der Anfangswerte fiir 4-i3, (n =0...3)

Die Losung der Gleichung (2-2.20) ist dquivalant zu (2-2.17),
wobei Q(0) = (byo? + bio + by).
In verallgemeinerter Form erhéllt man fiir (2-2.20)

(ano™ + ap_10™" '+ -+ a0+ ay)Y (o) — Plo) = (2-2.21)
(b 0™ + byp10™ " + -+ + bio + by) X (o)

11



und fiir (2-2.13)

Qo) Po)
D(o) 7 T Do)

Y(o)= =H(0)X(0) + Yic(o) (2-2.22)
Hierbei sind Y (o) = A(¢) und X(0) = A(u) die Laplace-Tranformierten von
Signal- und Antwortfunktion und P(c) ist ein Polynom des Grades n — 1 in

o, bestehend aus Linearkombinationen der Anfangswerte der Funktion, y(0) bis
ihrer n — 1-ten Ableitung y"~*(0).

Dabei ist:
bn0™ + by1o™ P+ D b
H(o) = A _ (bm0™ Fbruca 0 -+ by 4 bo) (2-2.23)
D(o)  (ano™ + ap_10" 1+ 4+ a10 + ap)
die Netzwerkfunktion. Der letzte Term Y, (o) = % in Gleichung (2-2.22) ist

eine rationale Funktion , die von den Anfangsbedingungen (ic bedeutet “initial
condition”) in der Antwortfunktion und deren Ableitung abhéingt, und fiir den
Fall verschwindet, dafs die Anfangswete Null werden. Die vollstandige Antwort-
funktion y(t) eines Erregersignals wird nun gefunden, indem die inverse Laplace-
Tranformierte der Gleichung (2-2.22) berechnet wird:

y(t) = AH{H(0)X (o)} + A7 {Yi(0)} (2-2.24)
Die Antwortfunktion ist eine Summe aus zwei Komponenten:

y(t) = yerzwungen + Ynatiirlich (2—225)

Wobei wir die erste Komponente als “erzwungene Antwort” bezeichnen:
Yerzwungen = A~ {H(0) X (0)} (2-2.26)

Diese Komponente hiangt lediglich von dem Erregersignal ab und ist von den
Anfangsbedingungen unabhéngig. Sie wird auch als Nullzustandskomponente be-
zeichnet, da dieser Teil der Antwortfunktion durch ein System gegeben wird, das
keine Anfangsenergie in reaktiven Komponenten gespeichert hat.

Ynatiirlich = A_l{Yic(U)} (2—227)

Der zweite Term ist die “natiirliche Antwort”, die lediglich von den Anfangs-
werten abhingt und unabhingig von dem erregenden Signal ist. Sie wird auch
als Nulleingangs- oder quellenfreie Komponente bezeichnet. Das System produ-
ziert diese Komponente lediglich unter Verwendung von in reaktiven Elementen
(Kapazitaten und Induktivitéiten) gespeicherten Anfangsenergie.

Es ist exakt diese Eigenschaft, die Anfangsbedingung explizit in die Losung
einzubinden, welche die Laplace-Transformation zu einer hervorragenden Metho-
de fiir die Analyse von Netzwerken macht.
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Fiir den Fall verschwindender Anfangswerte ergibt sich die Netzwerkfunktion
H (o) als Verhiltnis der Laplace-Transformierten von Antwort- zu Eingangssignal:

Y (o)
X(J) Yic(0)=0

H(o) = (2-2.28)

In dem Spezialfall verschwindender Anfangswerte Y;c(o) = 0 und der Delta-
Impulsfunktion als Erregerfunktion z(t) = 6(¢), ist X(o) = 1 und die Systemant-
wort y(t) = A {Y (o)} = A {H(0)1 + 0} = A {H(0)}. y(t) wird in diesem
Fall treffender als Impulsantwort auf x(t) bezeichnet.

2(t) = 8(t)  y(t) = h(t) (2-2.29)

Offensichtlich sind die Invers-Transformierte der Netzwerkfunktion h(¢) und
die Impulsantwort y(t) gleich, wenn die Delta-Impulsfunktion 6(¢) das Netz an-
regt. Die Netzwerkfunktion H(o) finden wir daher durch die Invers-Laplace-
transformierte von h(t). Dies ist besonders wichtig wenn die Netzwerkfunktion
auf experimentelle Weise bestimmt werden mufs. Im weiteren Verlauf wird sich
zeigen, daf wir exakt mit dieser Fragestellung fiir den Fall einer inversen Analyse
konfrontiert werden.

In der Elektronik geht man iiblicherweise davon aus, dafs eine harmonische
Schwingung das System erregt, also v = Ue/%!. Damit geht Gleichung 2-2.12
iiber in

L I I | (2-2.30)
Rl + R2 + L10' —L10' _R2 —L1 12(0)
—Lio Rs + Lo —R3 U— Ly L,(0)+ Ly I5(0)
—R; —R; Ry + R3 + Loo | Ly 13(0)

wobei iy = I1e™t | iy = L,e™! und iz = I3e™* gesetzt ist.

Im Spezialfall der Elektronik ist ¢ = jw. Die Netzwerkfunktion H(jw) und
die Gleichung (2-2.23) ergeben dann einen Bruch von zwei Polynomen in w mit
komplexzahligen Koeffizienten. Fiir das Beispiel aus Abb. 2.1-(links) ergibt sich

nach (2-2.13) fiir

b1 jw + by _ Q3(j w)

H;(jw) =
3(jw) —az jw? — ag jw? + a1 jw + ag D(j w)

(2-2.31)

Die Netzwerkfunktion lafst sich aus der Analyse der Systemantwort (dem Si-
gnal) auf eine Erregung (den Reiz) ermitteln. Sie ist nur aus den Eigenschaf-
ten der Komponenten und der Vernetzung zusammengesetzt. Analysiert man
die Systemantworten eines Systems, so 1aft sich demnach eine Netzwerkfunktion
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ermitteln. Jede Vernetzung von Systemkomponenten, die diese Netzwerkfunkti-
on erzeugt, kdnnte die Systemantworten generiert haben. Die Netzwerkfunkti-
on schrankt somit die moéglichen Vernetzungen und Komponenten, aus denen
das System aufgebaut sein konnte, erheblich ein. Im wesentlichen erlaubt sie ein
mogliches Ersatzschaltbild fiir das System zu konstruieren. Die Netzwerkfunkti-
on in (2-2.31) sagt z.B. aus, dal mindestens drei unabhéingige Maschen in dem
Schaltbild vorhanden sein miissen, da die Dimension von D(jw) = 3 ist. Weiter-
hin gibt es kein reelles w fiir das D(jw) = 0, d.h. es ist keine Resonanz bzw. kein
Schwingkreis aus Kapazitit und Inaktivitdt vorhanden. Es lassen sich aus der
Netzwerkfunktion noch weitere Kriterien fiir die Konstruktion von Ersatzschalt-
bildern ableiten. Fiir den Fall, daf ein Netzwerk nur aus reinen Widerstinden
besteht, ist H(jw) = ¢ eine Konstante. Kénnte man das Netzwerk dann in drei
unabhéngige Strommaschen wie in Abb. 2-1.4 zerlegen, gibe es drei Konstan-
ten fiir die Netzwerkfunktion H;(jw) = ¢; mit (i = 1...3), aus denen dann alle
H(jw) dieses Systems als lineare Kombinationen erhalten werden kénnen. Auch
die H(jw) des Beispiels in Abb. 2-1.4 lassen sich durch lineare Kombination erhal-
ten. Daraus folgt, daf sich aus der Analyse der Systemantworten (bzw. Signale)
lediglich ein Ersatzschaltbild fiir das System erzeugen 14ft. Die reale Systemstruk-
tur mufs sich dann allerdings auf dieses Ersatzschaltbild abbilden lassen. Um die
reale Systemstruktur zu ermitteln, wiren somit zusétzliche Untersuchungen not-
wendig. Dennoch léft das Systemverhalten durch das Ersatzschaltbild vollstandig
beschreiben.

Die Laplace-Transformation iiberfiihrt die mit der Differentialgleichung be-
schriebene Dynamik in eine algebraische Form. Das Verhalten von einzelnen Netz-
Komponenten und die Antwort des Netzwerkes auf ein dufseres Signal kann in
dieser Algebra leicht dargestellt werden.

2.3 Die Kinetik chemischer Reaktionssysteme

Als néchstes soll die Netzwerkstruktur aus Abschitt 2.1 auf chemische Reakti-
onssysteme erweitert werden. Dazu wird als Beispiel ein Stoffwechselmodell des
biochemischen Stoffwechselwegen der Glycolyse aus der Literatur [GL72| heran-
gezogen.

Fiir das Stoffwechselmodell soll der Reaktionsmechanismus durch das Schema
beschrieben werden:
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So—>s

€, +S=¢, — e, +P Ri, Ro
CetS=e€ — € +P R3, R4
e tk=ey —e,+k Rs, Re (2-3.32)
e,+d=eq — e +d Ry, Rg
k. +2P =k R

P—>P0

hierin sind S = Substrat und P = Produkt; e,, e.,k und d Enzyme.
Ri (i =1...9) bezeichnen die einzelnen Reaktionen.
Sp und Py stellen den Pool der Ausgangs- und Endprodukte dar.

Das Schema 14t sich auch alternativ darstellen:

Sp—s§ T@Ta@S —eatp p o tkTek—kt o
+ e = €5 — e, + +d—ed=d+

ke +2P =k

Im Modell wird Stoff Sy katalytisch nach Pq iiberfiihrt, wobei die Katalyse
parallel entweder durch das Enzym e, oder das Enzym e, erfolgt. Die beiden
Enzymformen e, und e, konnen wiederum durch die Enzyme d und k ineinander
iiberfithrt werden. Schlieflich steht das Enzym k im Gleichgewicht mit dem Pro-
dukt P in dem es zwei Produktmolekiile binden kann und dann in die inaktive
Form k. tibergeht.

Dieser Reaktionsmechanismus laft sich schematisch in einem Graphen dar-
stellen.

Die der Maschenregel entsprechenden Gleichungen ergeben sich aus der Gibb-
schen Gleichung

wobei p; das chemische Potential und n; die Teilchenanzahl der Substanz i ist.
Gruppiert man die Summe nach chemischen Umsétzen:

dG =Y A; dg; (2-3.34)

wobei A; = Y7, die Affinitdt der chemischen Reaktion j und ¢; ihre Reakti-
onslaufzahl ist.
Damit ergibt sich die Maschenregel fiir chemische Netzwerke zu

A =3 =0 (2-3.35)
k

15



So—= S d k\WP% Py

ke

Abbildung 2.2: Graphische Darstellung der chemischen Reaktionswege fiir das
Reaktionssystem 2-3.32. Bezeichnung siehe dort.

mit den Zweigpotentialen A; und p. Die Maschenstréme ergeben sich zu den
Reaktionsumsétzen

dg;
— (2-3.36)

Das Potential iiber einen Zweig k ist entweder gegeben durch das Gesetz

Ck

pr=py+ RTIncy = RT In (C—§> (2-3.37)

(— wobei R = Gaskonstante und 7' = absolute Temperatur ist —)

welches ein nichtlineares Speicherelement von Molekiilen der Substanz k darstellt,
oder durch die Gesetze der chemischen Reaktionskinetik, die den Reaktionsum-
satz in den Reaktionsschritten (Reaktionen ¢) beschreiben:

d =
é:v — 0 mitg=1...n 2-3.38
dt q q

wobei 17(; die Reaktionsgeschwindigkeit in Hin- und v, die der in Riickrichtung ist.
Hierbei handelt es sich um ein resistives (irreversibles) Schaltelement das dem
Gesetz

v, = a el #r) (2-3.39)
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(— wobei a = eine Konstante, v, = Reaktionsgeschwindigkeit und p, = chemisches
Potential ist —)

gehorcht. Auch dieses Gesetze ist nicht-linear. Fiir zwei Reaktanden 1&ft sich das
Gesetz umformen wenn die chemischen Potentiale p1 und s aus der Gleichung (2-
3.37) eingesetzt werden.

" 23 _
vy=a P ae(RT)cl e(RT)02 = kcicy (2-3.40)
In dieser Form werden die Gleichungen in der chemischen Kinetik benutzt. Die
Gleichungen in (2-3.38) lassen sich auch schreiben als

E =q <eﬁ — eﬁ) (2—341)

wobei die Affinitéit Xq: >k . die Summe der Reaktanden und /Tq: > die
der Produkte des Reaktionsschrittes ¢ ist.

Das irreversible Element hat drei “Terminals” iiber die die Potentiale (A4,, Zq)
anliegen. Es entspricht im elektronischen Analogon einem Transistor. Als drittes
Element kann ein Potentialiibertréger (Transformator mit einem Verhéltnis der
Ausgangs- zu Eingangspannung von eins) vorkommen, wenn ein Reaktant mit
sich selbst reagiert (z.B: in 2A = B).

Mit den drei Schaltelementen erhédlt man das chemisch-thermodynamische
Reaktions-Netzwerk in Form eines Graphen Abb. 2.3:

Um das zugeordnete Differentialgleichungssystem zu ermitteln, kann man
analog dem elektrischen Fall verfahren, und fiir die Zweig-Strome wie Zweig-
Spannungen die entsprechenden Gesetzte des Reaktionsmechanismus einsetzten.
Der Zusammenhang zwischen dem Reaktionsumsatz £, und der Konzentrations-
dnderung ¢, wird in der stoichometrischen Matrix M** dargestellt (siche chemi-
sche Kinetik z.B:[GDLMS88]).

e — co = M3E- &, (2-3.42)

wobei r der Index fiir die Komponenten und k fiir die Reaktionen ist. ¢,¢ sind die
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Abbildung 2.3: Graph des Reaktionsschemas( 2-3.32). Es sind mit R, mit (I =
1...9) die transistoranalogen Schaltelemente der irreversiblen Reaktionen, mit
dem Namen der reagierenden Substanzen die kapazitiven speichernden Schalte-
lenemte bezeichnet sind. Das Ubertragungselement P; stellt das Schaltelenemt
eines Transformators dar.

Ausgangskonzentrationen.

MSt

Ro R

Ry

R3

Ry Rs

Rs Ro

So

-1
1 -1
-1
1

1
-1

(2-3.43)



Die Matrix M5! fiir den Reaktionsmechanismus (2-3.32) ist in (2-3.43) wie-
dergegeben und liaft sich in Zweige fiir Hin- und Riickreaktion der irreversiblen
Elemente zerlegen und aus zwei Matrizen Mg, und MY, zusammen setzen:

M5 = MY, — Mg, (2-3.44)

deren Elemente durch entsprechende Wahl der Flufirichtung nur positiv sind. Die
Matrizen stellen die Vernetzung der Zweige durch Knoten im Netzwerk dar.

Im dem oben behandelten elektronischen Fall linearer Zusammenhénge (Ge-
setze) zwischen den Potentialen und Fliissen eines Zweiges, konnten die Gleichun-
gen fiir die Dynamik in Form von Differentialgleichungen der Stréme ¢, bzw. der
Potentiale u; formuliert werden. Hier wird jeder Maschenstrom mit den Konzen-
trationen nicht-linear verkniipft, sobald er von mehr als einem kapazitiven Zweig
(chemische Substanz) getrieben wird.

Die zugehorigen Differentialgleichungen ergeben sich, indem man die stoicho-
metrischen Relationen (2-3.42) differenziert

de d¢,

— =M 2-3.45

dt dt ( )
daraus ergibt sich mit den Gleichungen (2-3.38)

dc; — —

=My (vg — 0y) (2-3.46)

Wie im elektrischen Fall reprisentiert die Matrix M>? ein iiberbestimmtes
Gleichungssystem. Es laft sich zerlegen in

1. unabhéngige & mit ¢ = 1...p und frei wihlbare § mit [ =p...n,
2. ¢; mit j = 1...p, die sich aus den ; bestimmen lassen,

3. ¢, mit k= (p+1)...m. m Anzahl der Substanzen, n Anzahl der Reaktio-
nen.

In der Reaktionskinetik stellen die & alternative Reaktionswege dar, die von den-
selben Ausgangsreaktanden zu denselben Endprodukten fiihren. Sie diirfen & = 0
gesetzt werden, falls nur der Endzustand interessiert und nicht der Reaktions-
weg. Die ; beschreiben den Reaktionsverlauf und bestimmen iiber die Gleichung
c; = M5, die Konzentrationen c;. Umgekehrt gilt & = Mf,f_lcj. Setzt man die
& in die Gleichung fiir ¢; ein, so ergeben sich die Massenerhaltungssétze

o, = Mgt M3 e, (2-3.47)

fiir Konzentrationen. Sie besagen, daf eine Molekiilgruppe oder die Ladung insge-
samt erhalten bleibt sich aber unterschiedlich auf die Reaktionsprodukte verteilen
kann. Dies muf in (2-3.46) beriicksichtigt werden um ein losbares Differentialglei-
chungssystem zu erhalten.
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Die Gleichungen (2-3.47) iiberfiithren (2-3.46) in ein autonomes Differential-
gleichungssystem vom Typ

d
% = fule;)  mitk,j=1...n (2-3.48)

weil die Gesetze die es erzeugen zeit- und ortsunabhéngig sind.
Die Gleichungen (2-3.38) lassen meist weitere Vereinfachungen zu. Oft ist

namlich 17(1%17(1 und dj—f <<17q, dann ist die Reaktion nahezu im Gleichgewicht und

es gilt mit guter Naherung fiir 17(1:17(1 das Massenwirkungsgesetz, wenn z.B. ¢, o
und c3 die an der Reaktion beteiligte Komponenten sind:

C3 k

€& é oder logarithmiert: (2-3.49)

log ¢; +log c; —log c3 = pK  bzw. allgemein M5 log ¢; = pK; (2-3.50)

Diese Gleichungen werden wie Gleichungen (2-3.47) zu Nebenbedingung des
Differentialgleichungssystems. Schlieflich gibt es in Gleichung (2-3.38) noch Reak-
tionen bei denen 112>>17q oder 17(1\<<17q d.h. entweder die Hin- oder die Riickreaktion
so gering ist, das sie das Reaktionsgeschehen kaum beeinflufst und daher Null ge-
setzt werden konnen. Diese Reaktionen konnen aber durchaus zu einem spéiterem
Zeitpunkt auf einer sehr viel groferen Zeitskala durchaus wichtig werden.

Auf einer Zeitskala wird der Reaktionsverlauf durch

1. die Erhaltungssitze Gleichung (2-3.47)
2. die Massenwirkungsgesetzte Gleichung (2-3.49)
3. Differentialgleichungen mit geschwindigkeitsbestimmenden v, (2-3.46)

bestimmt, aus denen dann ein Differentialgleichungssystem vom Typ (2-3.48)
folgt.

Die Dynamik (Kinetik) eines Reaktionssystems wird durch das Gleichungssy-
stem (2-3.48) mit dazugehorigen Anfangsbedingungen beschrieben. Die Kinetik
zeigt allerdings einige Besonderheiten. So laufen die einzelnen Reaktionsschrit-
te mit sehr unterschiedlichen Zeitskalen ab. Es gibt Reaktionsschritte die sich
schon nach 1078 sec dem Gleichgewicht geniihrt haben, andere bendtigen pu sec
oder m sec und wieder andere benotigen Minuten bis Stunden. Betrachtet man
die Kinetik im Zeitbereich von einigen Minuten, so sind alle Reaktionsschritte,
die in sec oder schneller ablaufen in einem stationdren Gleichgewicht, d.h. ihre
Reaktionsraten sind etwa Null. Fiir eine Niherung wird ddif = 0 gesetzt. Auch
die Komponenten konnen in sehr unterschiedlichen Konzentrations-Skalen von
nMolar bis Molar auftreten und sind dann teilweise nicht zu beriicksichtigen.

Auf diese Weise lassen sich die Reaktions-Fliisse (Raten) auf einer betrachte-
ten Zeitskala in solche einteilen, die zur zeitlichen Anderung der Konzentrationen
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einer Komponente beitragen und solche die es nicht oder nahezu nicht tun, und
dadurch zu vernachlissigen sind. Eine Anderung eines Systems unter derartigen
Bedingungen (Quasigleichgewicht) wird haufig mit Relaxation bezeichnet. Solche
Bedingungen treten auf bei nicht-linearen Oszillationen auf und werden dann als
Relaxations-Oszillationen bezeichnet (z.B. auch bei dem Modellsystems (2-3.32).

2.3.1 Chemischer Reaktor

Eine Besonderheit des Ablaufes von chemischen Reaktionen wird in sogenann-
ten “Chemischen Reaktoren” erreicht. Sie sind dadurch ausgezeichnet, dafs die
Ausgangsprodukte dem Reaktor (Reaktionsvolumen) zugefiihrt werden und die
Reaktionsprodukte abgefiihrt werden. Sie sind daher offene Systeme. Ein spezi-
eller Fall liegt vor, wenn die Ausgangsprodukte kontinuierlich und in konstanter
Konzentration im gesamten Reaktionsvolumen zugefiithrt werden (dies kann im
CSTR dem “Continuously Stirred Tank Reactor” durch Riihren angen&hert wer-
den, siehe Abb 2.3.1.

U Zuflul AbfluB v,

EEEE—— EEE——

—
\2

Abbildung 2.4: Skizze eines “Continously Stirred Tank Reactors” (CSRT)

v, ist dann die Zufuhrrate von Substanzen, eine extern vorgegebene Gro-
fse, und v,,, die Rate der abgefiihrten Substanzen (d.h. Volumenabflussrate mal
Konzentration). Dabei ist zu beachten, daf die Zufuhrsubstanzen so zu wihlen
sind, dak die Massenerhaltungssitze (2-3.47) erfiillt sind und die Abflufrate so
zu wihlen, daf das Reaktionsvolumen konstant bleibt.

Haufig lassen sich Reaktionssysteme unter solchen Bedingungen durch nur
eine charakteristische Funktion beschreiben. Dies sei an dem Modellsystem de-
monstriert.

dx dy

E = Vgin — Uz + Vy — Vzout % = Uy + vy — Vyout (2'351)
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wobei v;, und v,,, die Zufuhr- bzw. Abflufraten von x bzw. y entsprechend ihrer
Indizierung sind. v, und v, sind die Umsatzraten mit denen = in y bzw. y in x
umgesetzt wird.

Wird x = &1, ¥ = &2, Vzin = Viny Vzour = 0, Uyoue = k- & und #(&1,&2) = Uy — Ug
gesetzt, so ergibt sich das Differentialgleichungssystem, das in 4.2 spéter als Test-
Modell verwandt wird.

d d
% = ()b(éh 52) — Uin % = ¢(£1, 62) — kfg (2—352)

Hierin gibt ¢(&1,&,) eine empirische Beschreibung des Reaktionssystem.

Wie dieses Gleichungssystem aus dem Schema (2-3.32) hergeleitet und ver-
einfacht wird ist in der Literatur gegeben, siche Goldbeter [Gol97] und soll hier
nicht nachvollzogen werden.

2.3.2 Analyse eines Systems

Um ein System zu charakterisieren, muf es analysiert werden. Im Vorangegan-
genen ist davon ausgegangen, daft die Struktur der Verkniipfungen der Kompo-
nenten des betrachteten Systems bekannt ist, und das daraus das dynamische
Verhalten hergeleitet wird. In der Realitét ist meist wenig iiber die Struktur und
die Komponenten bekannt, dagegen it sich das zeitliche Verhalten irgendwel-
cher Grofken des Systems messen (inverses Problem). Um Aussagen iiber das Sy-
stem zu erhalten, muf man sich den Aufbau ansehen. In den bisher betrachteten
Systemen besteht er aus

1. Typen von Komponenten, den Gesetzen,
2. der Anzahl der Komponenten,

3. der Vernetzung der Komponenten die eine Basis fiir die Systemvariablen
bildet, und z.B. in einem Graphen dargestellt werden kann,

4. Signalen (z.B: externen Zufliiten), auf die das System reagiert,

aus denen sich die Dynamik bzw. Kinetik ergibt. Falls die Dynamik auf lineare
Gleichungssysteme fiihrt, so ist wie bei elektronischen Systemen iiber die Netz-
werkfunktion, die Beschreibung des Systems gegeben. In gleicher Weise kénnte
man andere lineare Systeme z.B. auch chemische Reaktionsmechanismen unter-
suchen. Da es sich bei den Systemen um thermodynamische Systeme handelt,
gibt es neben der Moglichkeit, das ein externes Signal, daf ein Potential bzw.
einen Fluf in das System einfiihrt, die Moglichkeit die Gesetzte iiber ihre Pa-
rameter (Widerstand, Geschwindigkeitskonstanten usw.), iiber Systemvariablen
wie Temperatur, Druck, usw. zu beeinflussen d.h. zu stéren. Dies wird fiir chemi-
sche Reaktionssysteme,— weil sie sich in Gleichgewichtsnihe wegen der Onsager
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Beziehungen [Ons31] linear verhalten, zur Analyse in der chemische Relaxations-
theorie angewandt. Sie hat zur Auflésung vieler Reaktionsmechanismen beigetra-
gen |Eig63|.

Schlieflich ist es moglich die Vernetzung zu verédndern z.B. durch Zugabe eines
Katalysators (Enzyms). Das ist zwar eine sehr effektive Weise Information iiber
das System zu gewinnen, aber es setzt meist auch detailliertere Kenntnisse iiber
den System-Mechanismus voraus.

Fiir nicht-lineare Systeme, ist der lineare Zusammenhang zwischen den Signa-
len (Erregerfunktion) und der Systemantwort (Mefkwert), der iiber die Laplace-
transformation die Netzwerkeigenschaften liefert, nicht mehr gegeben. Hier muf
nach alternativen Analysemethoden gesucht werden.

Die “theory of generalized frames” (eine diskrete - mehrskalen - Fenster - Me-
thode), ist eine Signaltransformationen, die der Laplacetransformation (Fourier-
transformation) sehr dhnlich ist, aber mit anderen Eigenschaften, die im Kapitel 3
nadher erldutert werden.

2.4 Thermodynamische Systeme

Wir verallgemeinern die Sichtweise von den eben analysierten elektronischen und
chemischen Netzwerken auf Systeme der Thermodynamik von nicht-linearem und
nicht-stationdrem Charakter. Dabei werden uns die folgenden Aussagen leiten:

e Bei Anderungen thermodynamischer Gréfen (Temperatur, Druck, etc) én-
dern sich die Eigenschaften der Strukturelemente wie Widerstand, Indukti-
vitdt und Kapazitidten, wohingegen die topologische— also die Netzstruktur
invariant bleibt.

e Wesentlich ist, zu jedem thermodynamisch realisierten System ein représen-
tatives Netzwerk mit generalisierten Systemvariablen (Fliissen, Potentialen)
formulieren zu konnen, deren Dynamik durch generalisierte Prozesse dar-
stellt wird. Erfiillen die Systemvariablen vorgegebene physikalische Gesetze,
werden durch die generalisierten Prozesse physikalische Prozesse realisiert.

e Dieses das System repriasentierende Netzwerk kann tatsdchlich mehr In-
formationen beinhalten als eine Differentialgleichung. In der Differential-
gleichung tauchen lediglich die differenzierbaren Systemkomponenten als
Variablen auf. Beim Ubergang von der Netzwerkformulierung zur Diffe-
rentialgleichung gehen die nicht differenzierbaren Anteile der topologischen
Struktur des Netzwerkes verloren.

Wir gehen nun etwas ndher auf den Zusammenhang zwischen den beschreiben-
den Systemvariablen und der Systemtopologie ein. In den meisten thermodynami-
schen Systemen wird die Energie als Produkt von quell-freien und rotations-freien
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Vektorfeldern mittels Potentialen beschrieben. Es handelt sich um eine dynami-
sche Variable einer Potentialfunktion und einer dazu konjugierten dynamischen
Variable, die den Fluf als eine lokal erhaltende Grofe reprisentiert. Das dies
generell so ist, kann an der Legendre-Tranformierten der Gibbschen Gleichung
gesehen werden. Es ist die allgemeinere Form der Gleichung (2-3.33)

dG =TdS — pdV + Y pdn; + HdB + EdQ (2-4.53)

Die Theorie der elektrischen Netzwerke befafkt sich ausschlieflich mit den bei-
den letzten Thermen, den fiir die elektrische Kapazitit und fiir die induktive
Energie. Die chemischen Reaktionen befassen sich mit dem drittletzten Term.
Das Ersatzschalltbild eines Lautsprechers ist ein Beispiel fiir mechanische Syste-
me, die durch pdV darstellt weden. In der gleichen Weise wie fiir das elektrische
und chemische Netzwerk lassen sich fiir thermodynamische Systeme Fliisse (Um-
siatze) und Krifte (Potentiale), die die Fliisse treiben, in einer Netzwerkstruktur
formulieren. In diesem Kontext ist die Rolle der Kirchhoff-Gesetze nicht zufillig.
Die durch diese Gesetzmafigkeiten bedingte Topologie (Vernetzung) stellt sehr
restriktive Rahmenbedingungen fiir die Flukvariablen (Mengenerhaltung), und
die Kraftvariablen (Eindeutigkeit der Potentiale) dar.

Eine der daraus folgenden wichtigsten Konsequenzen ist im Tellegen Theorem
formuliert.

2.4.1 Tellegens Theorem

Tellegens Theorem: Sei v ein Vektor fiir die Potentiale u; (Spannung, chemi-
sches Potential, Druck etc.) iiber die Netzwerkzweige ¢ und sei j ein Vektor
fiir die Fliisse durch die zugehorigen Netzwerkzweige i (Strom, chemischer
Reaktionsfluf, Volumenénderung etc.), dann gilt:

vIiji=0 (2-4.54)

e Ein thermodynamisches System kann in orthogonale Komponenten zerlegt
werden.

Verallgemeinert gilt fiir ein Netzwerk wenn:
fiir die Knoteninzidenz-Matrix N:

1 der Zweigflux 7 verlift den Knoten j

Nij(z) = ¢ —1 der Zweigflux ¢ trifft am Knoten j ein
0  der Zweigflux ¢ ist mit dem Knoten j nicht verbunden
und fiir die Maschen-Strom-Matrix M:

1 der Zweigflux ¢ bindet Masche k in + Richtung ein
Mix(z) = ¢ —1 der Zweigflux i bindet Masche k in - Richtung ein
0  der Zweigflux ¢ gehort nicht zur Masche k
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die Kirchhoff-Knotenregel Nj = 0 und die Maschenregel Mv = 0 gelten, wobei
die Matrizen N und M der Knoteninzidenz- bzw. der Maschenstrom-Matrix im
elektrischen Netzwerk entsprechen. Auch die topologische Identitdt (2-1.8) gilt.

NMT =0 und MNT =0 (2-4.55)

Mit dem Ubergang zu infinitisimal engen Maschen gehen die topologischen
Identitéten in die bekannten Vektoridentititen iiber, giiltig fiir alle differenzier-
baren Felder j und 9 = ¢ — 9°:

div-curl(j) =0 und curl-grad(¢)) =0 (2-4.56)

Betont sei, daf es sich hier nicht um Netzwerkanalogien im herkémmlichen
Sinne handelt, sondern um formale mathematischen Strukturen, die sowohl fiir
die Theorie der elektrischen Netzwerke wie auch fiir andere Systeme wie die der
Thermodynamik anwendbar sind.

Die Strom- und Flufkvariablen liegen demnach in festen orthogonalen Sub-
rdumen, den Nullrdumen der Matrizen N und M. Es handelt sich hier um ein
rein topologisches Ergebnis, das vollkommen unabhéngig von Annahmen iiber die
Beziehungen zwischen Netzwerkkomponenten oder moglichen stationdren Zustén-
den ist. Die einzigen Annahmen bestehen in Erhaltungen von z.B. der Fluferhal-
tung, der Ladungserhaltung und der Teilchenerhaltung.

Aus diesem Theorem folgt, da in einem geschlossenen thermodynamischen Sy-
stem die freie dissipative Energie irreversibler Prozesse gleich der Anderung der
freien Energie reversibler Prozesse ist. Fiir ein isothermes, isobares System gilt:

dG
(), +o=0 —

wobei G die freie Energie und ¢ die dissipative Funktion ist.

Die Bedeutung dieses Theorems kann in wesentlich allgemeinerem Sinne inter-
pretiert werden. Wir betrachten beispielsweise zwei thermodynamische Systeme
S1 und Sy (— etwa elektrische Netzwerke —) mit unterschiedlichen Prozessen und
Beziehungen zwischen den Elementen, aber der gleichen Topologie, dann sagt
Tellegens Theorem aus:

T _ T o
VlT-h =0 aber auch: VlTJ2 =0 (2-4.58)
va'jz2 = 0 va'ji = 0

Dieser Satz von Gleichungen ist selbst dann erfiillt, wenn S; und S5 voll-
kommen unterschiedliche thermodynamische Prozesse darstellen. Dariiber hinaus
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kann vy (t) ein Potential in Sy zur Zeit ¢t darstellen, und jy(7) einen Fluf in Sy zu
irgendeinem anderen Zeitpunkt 7 sein, dann gilt:

v1(t)j2(1) =0 (2-4.59)

Es ist demnach mdglich, ein thermodynamisches System, das durch eine
bestimmten Topologie definiert ist, in zueinander orthogonale Komponenten zu
zerlegen. Wir werden spéter versuchen, uns diese Eigenschaft fiir die Konstruk-

tion eines die Dynamik des Systems beschreibenden Raumes nutzbar zu machen
(siehe 3-3.81).

2.4.2 Konstruktion einer Topologie

Am Beispiel des topologischen Graphen Abb. 2.3 assoziieren wir Reaktionssub-
stanzen mit kapazitiven Figenschaften eines Netzwerkzweiges. Jede Reaktion as-
soziieren wir mit einem geschlossenen Kreis bzw. einer Masche des Netzes. Die
Affinitat der Reaktion r erkennen wir als Potentialgefiille iiber einen Widerstand
der in einem Reaktionskreis bzw. Netzwerkkreis bzw. eine Netzwerkmasche r
enthalten ist und die dissipative Komponente des Prozesses reprasentiert. Auf
diese Weise charakterisiert der Strom j durch diesen Widerstandszweig, mit der
Spannung v als Potentialgefille iiber diesen Zweig vollstindig das dynamische
Verhalten dieses Reaktionskreises. In dem die als Widerstédnde konzipierten Kom-
ponenten R; den Verbindungen und die kapazitiven Zweige als Komponenten des
Baumes erkannt werden, ergibt sich eine natiirliche Zerlegung der die Netzkreise
bzw. - Maschen beschreibenden Matrix M. Somit reprisentieren die verbinden-
den Variablen thermodynamische Eigenschaften der chemischen Reaktion. Mit
dieser Zerlegung gibt es in jedem Reaktionskreis genau eine verbindende Varia-
ble bzw. ein Bindeglied fiir die dissipativen Eigenschaften, so daf die Matrix der
Reaktionskreise bzw. die Maschenmatrix geschrieben werden kann als:

M = [I|1] (2-4.60)

Dies zeigt den Zusammenhang zwischen dem topologischen Graphen und der
Stoichometrie-Matrix M. Ersterer kann sofort aus der Matrix v bestimmt wer-
den, wenn diese bekannt ist.
Werden die Verbindungsvariablen (Widerstdnde) mit r und die Baumvaria-
blen (Kondensatoren) mit ¢ numeriert folgt aus Tellegens Theorem fiir:
dv dv dq
T T T [ T c T .
— = =—j. Df, =—j. D£f.(q)j. <0 2-4.61
I g = e g = e Dfela)— = = —je Df(d)jc < (2-4.61)
wobei Df,.(q) die Jacobi-Matrix von f.(q) und f. die Funktion der Gleichung (2-
3.37) ist.
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Diese Beziehung fiir stationdre Zustinde gilt fiir eine topologische Struktur
unabhéngig von der Natur der Variablen, solange diese Variablen den Kirchhoft-
schen Gesetzen geniigen.

Diese Darstellung chemischer Reaktionen zeigt gegeniiber der konventionellen
verschiedene Vorteile. Die topologischen Beziehungen und Abhéngigkeiten wer-
den sofort sichtbar. Um beispielsweise einen stationiren Zustand zu bekommen,
mufs mindestens in einem Reaktionskreis kein kapazitives Element enthalten sein.
Ferner miissen in Abb. 2.3 die Substanzen Sy und Py aus (2-3.32) sogenannte
Quellenzweige sein (Spannungsquellen), was bedeutet, daf die korrespondie-
renden Reaktionssubstanzen durch einen #duferes Reservoir konstant gehalten
werden miissen. (Wir erkennen hier die Spannungsquelle als Grenzwert eines
Kondensators, dessen Spannung unabhingig von der Ladung ist.) Wir wenden
das Kirchhoffsche Stromgesetz auf jeden Knoten des Graphen an und erhalten
sofort die Integrale der Reaktion, deren Bedeutung in der Restriktion liegt, daf
lineare Kombinationen der Substanzen wihrend der Reaktion konstant bleiben
miissen (Massenerhaltung). Ein Ergebnis aus der Graphentheorie besagt, daf
der Rang der Knoten-Inzidenzmatrix, N n — 1 ist. Deshalb erzeugt diese Matrix
einen vollstdndigen und nicht redundanten Satz von Integralen der Reaktion. Wir
benutzen diesen Begriff hier in Anlehnung an den der Integrale einer Bewegung.

2.4.3 Die minimale Entropie-Produktion

e Wir werden nun einen Zusammenhang zwischen einem Extremalprinzip und
der Systemtopologie herstellen.

Im Jahre 1891 hat Maxwell das “Theorem der minimalen Hitze” (Maxwell,
1892) mit der Aussage formuliert, daf in linearen, lediglich aus Widerstinden
bestehende und von konstanten Quellen angetriebene Stromkreise, der Flufs
derart verteilt ist, dak die dissipative Energie bzw. freigesetzte Hitze, P,
minimiert wird. Da wir den Prozefs als isotherm betrachten, teilen wir die in
den Widerstdnden freigesetzte Hitze durch die Umgebungstemperatur 7' und
finden % = %. Die Entropieproduktion ist ebenfalls minimal. Eine eingehendere
Betrachtung dieses Theorems offenbart die Md&glichkeit, die Schluffolgerung der
minimalen Entropie [GS85] auf beliebige durch Kirchhoff-Variablen beschreibba-
re thermodynamische Systeme zu generalisieren.

Zunichst wird die zu minimierende Gréfe P durch die Kirchhoff-Variablen
7 und j definiert. Um dieses Funktional zu minimieren werden die Variablen
variiert. Aus Tellegens Theorem folgt, daf die Variation des Funktionals gleich
der Variation der durch die Kirchhoff-Variablen beschriebenen Reaktionen gleich
Null wird. Diese Bedingung stellt ein Kriterium fiir die mogliche Topologie
eines Netzwerkes dar weil sie eine invariante Systemcharakteristik gegeniiber
dT und dU aufzeigt. Eine Betrachtung der Stabilitit stationdrer Zustdnde, wie
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sie fiir lineare und linearisierbare Systeme iiblich ist, zeigt in diesem Fall die
Abhéngigkeit des dynamischen Verhaltens von den dissipativen Eigenschaften
der Netzwerkkomponenten aber nicht von deren Connectivity (generalisierte
Vernetzung).

2.4.4 Netzwerke in der Thermodynamik

In komplexen Systemen sind physikalische Prozesse den Gesetzmafigkeiten der
Thermodynamik unterworfen. Die von uns betrachteten elektrischen Netzwer-
ke sind als spezielle irreversible thermodynamische Systeme zu sehen. Die dazu
passende konventionelle Thermodynamik irreversible Prozesse ist eine phinome-
nologische Theorie des Gleichgewichtes. Betrachtet werden Anfangs- und Endzu-
stdnde sowie in der statischen Theorie stationire Nicht-Gleichgewichtszusténde,
aber nicht die Dynamik auf der Trajektorie. Es ist wiinschenswert, den mathema-
tischen Formalismus der Thermodynamik derart zu erweitern, dafl nicht-lineare
und nicht-statische Phinomene fakbar werden.

In welcher Beziehung steht nun ein elektrisches Netzwerk mit einem norma-
len physikalischen, der Thermodynamik unterliegenden System? Zunéchst ist ne-
ben allen anderen Eigenschaften ein elektrisches Netzwerk sicherlich ein nicht
im Gleichgewicht befindliches thermodynamisches System. Normalerweise wiirde
man die Netzwerktheorie nicht als eine Anwendung auf irreversible thermody-
namische Prozesse beriicksichtigen. Dies héngt sicherlich mit den in der Elek-
trotechnik hochspezialisierten Techniken zusammen, die mit den klassischen Me-
thoden der Thermodynamik wenig zu tun haben. Tatsdchlich ist dieser Zugang
sehr generell und kann modifiziert auch auf andere thermodynamische Systeme
angewendet werden.

Eine bemerkenswerte Eigenschaft elektrischer Netzwerke besteht darin, daf
dynamische Verhalten nicht-elektrischer Systeme zu imitieren. Fiir praktisch al-
le physikalischen Gleichungen zwischen der Navier-Stokes und der Schrodinger-
Gleichung gibt es reprisentative Netzwerke. Der Zusammenhang wird durch zwei
mathematische Strukturen hergestellt, die den meisten physikalischen Modellen
zugrunde liegen. Es handelt sich hier um die topologischen Eigenschaften der Ver-
kniipfungen im Phasenraum und den dynamischen Eigenschaften der definierten
Beziehungen zwischen einzelnen Zustandsvariablen. Der physikalische Prozef ist
im Phasenraum beschreibbar und seine speziellen Systemcharakteristika kommen
in der Wahl der Zustandvariablen zum Ausdruck.

Unternehmen wir den Versuch, die Verteilung der Stréme j und des Poten-
tials ¢ in einer leitenden Ebene zu beschreiben, haben wir grundsétzlich zwei
Moglichkeiten. Einerseits ist die Angabe von kontinuierlichen Funktionen mit
Werten in j und ¢ fiir jeden Punkt der Ebene mdglich. Andererseits kénnen
wir eine netzartige Beschreibung durch ein auf der Ebene liegendes imaginéres
Gitter wihlen. Durch die einzelnen Aste lassen sich die Verteilungen der Strome
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und zwischen diesen die Verteilung der Potentiale messen.

Diese beiden Beschreibungsmdoglichkeiten gehen auf zwei unterschiedliche Topo-
logien zuriick. Im ersten Fall wird in der Kontinuums-Theorie eine Punktmenge
und das auf dieser definierte System der Umgebungen betrachtet, was auf
partielle Differential-Feld—Gleichungen fiihrt.

Der zweiten netzartigen Beschreibung liegt die kombinatorische oder die alge-
braische Topologie zugrunde, die eine netzartige Formulierung des Phasenraumes
mit gewOhnlichen Differentialgleichungen zuléfst.

Der Ubergang zwischen der kombinatorischen Topologie und “der eines Systems
von Umgebungen” auf einer kontinuierlichen Punktmenge kann nun einfach durch
das verfeinern der Maschenabstéinde des auf der Ebene liegenden imaginiren
Gitters erreicht werden. Auf diese Weise kann jede kontinuierliche Verteilung
mit einer gewiinschten Genauigkeit angenéhert werden.

Tatsédchlich lafst sich die algebraische Topologie des Netzes mit einer sogenannten
Inzidenzmatrix “der Connectivity”, formulieren. Jeder in der Netztopologie
auftretende Knoten, jede Masche und jeder Ast wird bezeichnet und mit einer
Orientierung versehen. Ferner werden Vektoren fiir die in den Asten fliekenden
Strome, und Spannungen fiir die zwischen den Asten bestehenden Potentiale
konstruiert. Auch hier sind die zwei Gesetze, mit denen sich die Ladungs-
und Potentialerhaltung formulieren lassen, die oben erwidhnten Kirchhoffschen
Maschen- und Knotenregeln. Die konstruierten Inzidenzmatrizen fiir Knoten und
Maschen sowie die Strome und Spannungen entsprechen den oben eingefiihrten
Inzidenzmatrizen, mit den gewihlten Vektorbasen fiir die im Netzwerk zu
beschreibenden Strom- und Spannungsverteilungen.

Ein Netzwerk ermdoglicht so gesehen, die topologischen und dynamischen Rah-
menbedingungen eines Systems zu formulieren. Tatséchlich 148t sich (— wie oben
gezeigt —) aus dem Netzwerk—Analogon die Differentialgleichung ableiten.

Offenkundig sind die topologischen Eigenschaften eines dynamischen Systems

durch eine den elektrischen Netzwerken zumindest formal &hnlichen mathemati-
schen Struktur zu behandeln. Die mogliche Bauweise eines realen oder lediglich
als mathematische Struktur gegebenen formalen Netzwerkes wird wesentlich
durch die Gesetze zur Ladungs- und Fluferhaltung bestimmt.
Fiir die Darstellung der dynamischen Variablen wirken die Beziehungen fiir
energiespeichernde und dissipative Prozesse als formgebend. FExplizit sind
hier die kapazitiven sowie induktiven Elemente und einfache Widerstinde zu
nennen, fiir die alle die oben erwidhnten Regeln der komplexen Strom- und
Spannungsrechnung gelten.

Mit der Netzwerkdarstellung sind wir demnach in der Lage, die topologischen
von den dynamischen Aspekten eines beliebigen thermodynamischen Systems zu
trennen. Dabei beriicksichtigen wir, daf eine davon zu unterscheidende Trennung
von reversiblen und irreversiblen Prozessen lediglich fiir elektrische Netzwerke
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konkrete Formen annimmt. In allgemeinen thermodynamischen Prozessen wird
diese Aufteilung lediglich zu konzipierten Komponenten fiihren, die dazu dienen,
die formale Struktur aufzukldren und eine dquivalente Netzwerkdarstellung des
dynamischen Systems zu finden.

30



Kapitel 3

Theorie zur Signalanalyse

3.1 Generalisierte “frames”

Die Theorie der Quantenmechanik ist auf einem Hilbert-Raum H aufgebaut.
Die Systeme der Quantenmechanik werden mit Differentialgleichungen beschrie-
ben. Mit den Eigenfunktionen der Differentialgleichungen wird in H ein Unter-
Raum aufgespannt, in dem eine Darstellung des Systemsverhaltens moglich ist.
Die Quantenmechanik ist lediglich ein Spezialfall zur Konstruktion von Unter-
Réaumen in H. In ‘H kénnen auch andere Funktionen benutzt werden um Unter-
Raume zu erzeugen, in dem das Verhalten eines Systeme charakterisiert bzw. ap-
proximiert werden kann. Diese Unterrdume miissen nicht notwendigerweise durch
Eigenfunktionen aufgespannt werden. Wir nutzen statt dessen “generalisierte fra-
mes” (einfach als frame bezeichnet). Dies sind Familien von nicht notwendiger-
weise linear unabhingigen Funktionen in H.

3.1.1 Analyse und Synthese kontinuierlicher Signale

In Abschnitt 2.2 hatten wir die Laplace-Transformations benutzt um ein Signal
zu analysieren. Analysieren hiefs ein Spektrum von ihm zu erstellen, das dann
analysiert werden konnte. Anderseits erlaubt die Laplace-Transformation aus dem
Spektrum wieder das Ausgangssignal zu rekonstruieren oder zu synthetisieren.
In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Methode zur Analyse und
zur Synthese von Signalen. Hierbei gehen wir in Anlehnung an die Literatur
vor [Kai94]. Die Theorie der “generalized frames” stellt eine Verallgemeinerung
der Methodik der Laplace-Transformation dar mit der eine Vielzahl von Analyse-
und Systhese-Mechanismen erzeugt werden kann, wie z.B. die bekannte “Conti-
nous Wavelet Transform” (CWT), die wir unten lediglich als Spezialfall anfiihren.
Zu Beginn ersetzen wir das Konzept der Basis in einem Vektorraum durch
das allgemeinere Konzept der “resolution of unity” (ROU), welches sich als fle-
xibleres Werkzeug im Umgang mit Basen dhnlichen Strukturen erweist. Mit der
ROU konnen linearen Operatoren 7' fiir die Signal Analyse, S fiir die Signal
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Synthese und P fiir die orthogonale Projektion eingefiihrt werden. Fiir die Ei-
genschaften eines erzeugten de-kompositions Mechanismus ist die Wahl bzw. die
Gestaltung des Mafkraumes [Bau92| (M, ) von Bedeutung. Der Mafkraum be-
stimmt die Struktur eines in einem Hilbertraum H erzeugten Unterraumes H,/,
dem frame. Eine der wichtigsten Aufgaben besteht nun darin, Kriterien zu ent-
wickeln, nach denen das Maf fiir den frame H,; gewdhlt werden kann. Die Wahl
muf den frame derart strukturieren, das in dem erzeugten Unter-Raum einerseits
die zeitliche System—Dynamik (also das Signal) und anderseits die strukturelle
System—Topologie formulierbar ist.

3.1.2 Resolution of Unity

Wir beginnen mit einem komplexen Vektorraum CV in dem ein inneres Pro-
dukt und eine Basis b,, mit ihrer reziproken Basis b™ gegeben ist. Die Beziehung
zwischen den reziproken Basen ist durch die Identitéat

gegeben. Die reziproke Basis ermoglicht es die Koeffizienten eines Vektors beziig-
lich einer nicht notwendigerweise orthogonalen Basis zu berechnen, in dem das
innere Produkt gebildet wird (— gerade wie im orthogonalen Fall —) dafiir aber
lediglich die reziproke Basis benutzt wird.

Man verallgemeinert nun die Eigenschaften der Vektor—Basis zu einer Vektor—
Familie von Funktionen {b,} (im Folgenden einfach als Familie bezeichnet).

1. Die endliche Menge von Vektoren {b,} wird auf eine unendliche Menge in
L*(R) erweitert.

2. Die Familie {b,,} ist durch die diskrete Variable n parametrisiert. n wird
durch einen Satz kontinuierlicher Variablen ersetzt.

3. Die Basis b, ist linear unabhéngig. Diese wird durch eine Familie {1}
von linear abhéngigen Vektoren ersetzt. Wie mit (3-1.1) ist es mit der ROU
moglich die reziproken Familien {ts,} und {¢*'} zu berechnen als wiirde
es sich um eine Basis eines Vektorraumes handeln.

Eine Familie mit diesen Eigenschaften wird zum Beispiel in L?(R) gegeben durch

Vsp(u) = Ys(u—1t) = [s| P4 (“_t) (3-1.2)

S

wobei s und t die kontinuierlichen parametrisierenden Variablen sind. Mit die-
ser Verallgemeinerung wird in (3-1.1) die Summe zu einem Integral iiber einem
Mafraum (M, u), und die reziproke Basen werden durch reziproke Familien von
Funktionen ersetzt.

[ o ety =1 (3-1.3)
M
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Die lineare Abhéngigkeit besteht nun darin das jeder Vektor durch eine kontinu-
ierliche lineare Superposition formuliert werden kann. Normalerweise wird linea-
re Abhéngigkeit durch Linearkombination mit diskreten Vektoren definiert. Um
nun die Familien, die mit kontinuierlichen Variablen parametrisiert sind, wie Ba-
sen dhnliche Gebilde zu handhaben wird das Konzept der linearen Abhéngigkeit
verallgemeinert. Um eine linearkombination zu finden muf in einem Mafraum
integriert werden. Die lineare Abhéngigkeit der {15} besteht nun darin, daf die
Koeffizienten einer transformierten Funktion f

fls.t) = (s, f) (3-1.4)

wie die {15} linear abhéngig sind. Die hohere Flexibilitdt der ROU kommt nun
darin zum Ausdruck, daf jede Basis auf eine ROU zuriickgefiihrt werden kann,
aber nur unter bestimmten Voraussetzungen eine ROU auf eine Basis fiihrt. Mit
einer ROU konnen in ‘H deshalb wesentlich allgemeinere Darstellung der Unter-
raume gebildet werden als es mit Basen moglich ist.

Das allgemeine Verfahren zur Analyse und Synthese eines Signals sieht nun
wie folgt aus. Um eine ROU zu konstruieren beginnen wir mit einer Familie und
berechnen die reziproke.

Fiir die Analyse (f — f) eines Signals aus dem Hilbertraum der moglichen
Signale H benétigen wir eine Indexmenge M und eine Familie {h,,} € H indiziert
durch m € M. Zum Beispiel ist fiir die CWT H = L?*(R) und M = R?2.

Fiir die Synthese (f — f) wird die reziproke Familie {A™} zu {h,,} konstru-
iert. Um das Signal als eine Superposition der Vektoren {h™} zu rekonstruieren,
mufs iiber die Menge M integriert werden. Dafiir mufs auf der Menge M ein Mak
w gewahlt werden, so dafs jeder Teilmenge A € M ein Mak p(A), 0 < p(A) < oo
zugewiesen wird. Damit kann {iber mefsbare Funktionen [Bau92] g : M — C
mit

/. dutm)g(m) (3-1.5)

integriert werden. Da auf M das Maf p(A) existiert ist der Makraum (M, p)
definiert, indem das Signal synthetisiert wird. Fiir einen beliebigen Mafraum mit
nicht negativen und mefbaren Funktionen g : M — C, kann das Integral

lgli3= | du(m)lg(m)? (3-1.6)

existieren oder || g ||2.= +oo gelten. Die Menge der Funktionen g fiir die das Inte-
gral (3-1.6) mit || g ||2.< oo existiert, ist eine Menge von quadrat-integrierbarer
Funktionen L?(p) mit dem Maf pu, somit ein Hilbertraum in dem ein inneres
Produkt

(91:92) 2 = | du(m) g1(m) go(m) (3-1.7)

gegeben ist.
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Definition 1 Ein generalisierter frame ist eine Familie von Vektoren Hy =
{hm € H} in einem Hilbertraum H_mit dem Mafraum (M, p) derart, daf fiir
jedes f € ‘H die mefbare Funktion f : M — C durch

F(m) = (A, f)yg (3-1.8)

definiert ist. Es gibt zwei Konstanten 0 < A < B < oo fiir die

AlflE < IFIE: < BIFIR (3-1.9)

gilt. Die Vektoren h,, € H sind die “frame Vektoren”. (3-1.9) ist die “frame Be-
dingung”, A und B sind die “frame Schranken”. Mit (3-1.9) gilt fe L*(n) immer
dann wenn f € H ist. Die Funktion f(m) ist die Transformierte von f unter dem
frame Hyr. Im speziellen Fall A = B ist der frame “dicht” und (3-1.9) wird zu

Al fIR=ANT 7.

Wie die Formel von Plancherel in der Fourieranalyse (bei der A = B = 1 ist)
besagt (3-1.9), dak keine Information bei der Transformation (3-1.8) verloren geht
und somit f aus f rekonstruiert werden kann.

3.1.3 Der Analyse—Operator T’

Weil f € L2(p) fiir jedes f € H ist, definiert die Abbildung (f — f) einen linea-
ren Operator T : H — L2(p) bzw. T(f) = f. T ist der frame Operator [Dau92].
In der Schwarz Ungleichung zeigt sich die Bedeutung der transformierten f als ein
Maf fiir die Menge der in f enthaltenen Bestandteile von Hj,. T" analysiert das
Signal f nach frame Bestandteilen und wird demzufolge als Analyse-Operator
bezeichnet.

Um ein analysiertes Signal zu Synthetisieren muft die inverse Abbildung
(f — f) gefunden werden. Die frame Bedingung (3-1.9) stellt sicher das diese
als beschriinkter Operator T* : L?(u) — H mit

1 F 1122 = | TIZ> = (TS, Tf)pe = {f, T*T) (3-1.10)

existiert.

3.1.4 Der Metrischer—Operator GG

Um mit einer ROU eine reziproke Familie von Vektoren zu berechnen bendétigen
wir den metrischen Operator G =T*T : H — 'H.

Da die inneren Produkte (f,Gf) = f*Gf und die Normen | f||> = f*f im
Hilbertraum definiert sind wird die frame-Bedingung (3-1.9)

Aff< f*Gf <Bf*f  mitf'f=Izu AI<G<BI (3-1.11)
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Dies ist die wichtige frame Bedingung (3-1.9) in Operator Form, nach der die
Eigenwerte A von G beschréinkt sind A < A < B. Ferner existiert der beschrinkte
inverse Operator G1.

Fiir jede Funktion g, f € H ist

f*Gg = (£.T'Tg)p = (Tf,Tg)} = [ du(m) f(m) 3(m)

) (3-1.12)
= / dp(m) by, f he,g
M
Der Operator G kann als Integral iiber den Mafraum (M, )
a :/ dp(m) o B, (3-1.13)
M

geschrieben werden. Die frame Bedingung (3-1.9) geht in die allgemeinere Form
der ROU iiber wenn A = B =1 und damit G = I.

Fiir den Fall das A # B ist G # I, dann muf eine reziproke Familie {h™}
konstruiert werden um eine ROU zu erhalten. Wir definieren die reziproke Familie
h™ = G 'h,,, m € M und den zu H,, reziproken frame H™ = {h™ : m € M}.
Die Beziehung zwischen den frames Hj; und H™ ist mit

/ dp(m) h™ hE, = g—1/ du(m) hp b, = G71G = I (3-1.14)
M M

auch die gesuchte ROU gegeben.

3.1.5 Der Synthese—Operator S

Nach dem wir im Hilbert-Raum mit Mak u, frame und innerem Produkt den
Analyse— und den Metrischen—Operator definiert haben, konnen wir nun den
Synthese-Operator S und den orthogonalen Projektions—Operator P angeben.
Beide benotigen wir um aus dem analysierten bzw. de-kompositionierten Signal
wieder das urspriingliche Signal zu synthetisieren.

Der zum Analyse-Operator T adjungierte T* : L?(pu) — H ist

(T"g)(m) = /M du(m) hm g(m). (3-1.15)
Der Synthese-Operator S ist definiert durch S = G7'T* : L?(1) — H bzw.

Sg = /M dp(m) k™ g(m). (3-1.16)

Insbesondere kann das Signal f € H aus der Menge der transformierten Si-
gnale f € F ={f: f € H} C L*(p) rekonstruiert werden, mit

F=Sf= /M du(m) h™ f(m). (3-1.17)
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3.1.6 Der Projektions—Operator P

Der orthogonale Projektions—Operator P : L*(u) — L*(p) wirkt auf den Abbil-
dungsbereich F des Operators T und ist

(Pg)m') = [ du(m) K (m'|m) g(m)
mit  K(m/|m) = (hp, ™) = (R, G hyy)

(3-1.18)

Der orthogonale Projektions—-Operator zerlegt das transformierte Signal in F
in zueinander orthogonale Komponenten. Die Funktion K (m/|m) heift “reprodu-
zierender Kern” des frames Hj,; in der Menge der transformierten F. Im repro-
duzierenden Kern ist festgelegt, aus welchen orthogonal projizierten Anteilen h,,,
das Signal f synthetisiert werden kann.

Eine Frage besteht nun darin, den Projektions—Operator derart festzulegen,
dak ein transformiertes Signal f auf eine Prozeli—Basis projiziert wird. Dazu ist
der reproduzierende Kern so zu wahlen, dall seine orthogonalen Komponenten
eine Darstellung der physikalischen Prozesse liefert, die in dem System zusammen
wirken und das Signal erzeugen.

3.1.7 Anmerkungen

Die Untersuchungen konzentrieren sich nun darauf, Kriterien zu entwickeln um
den Satz der im Formalismus eingebauten frei wiahlbaren Parameter entsprechend
festzulegen. Dies ist die Normierung des frames ||h,,||, die Festlegung des zum
Integrieren notwendigen Mafraumes (M, ) und die Wahl der analysierenden
Funktion aus der die Familie {h,,} hervorgeht. Fiir den speziellen Fall H =
L*(R), M = R mit m = (s,t) und h,, = 1),, ergibt sich zum Beispiel aus
dem allgemeinen Formalismus die CWT.

Fst) = [ dufw) ) = Wau f) = v0S
oo i oo - (3-1.19)
flu) = /0 dp *'(u)f(s,t) wobei du:/0 ds-s2p*3/_ dt

Durch eine andere Festlegung konnen eine Vielzahl von de-kompositions Ver-
fahren erzeugt werden.

Die in (3-1.2) eingefiihrten Parameter m = (s,t) erzeugen bei Verédnderung
aus der urspriinglichen Funktion eine neue Variante. Dabei wirkt s auf die Skalie-
rung und ¢ auf die zeitliche Lokalisation. Da es sich um kontinuierliche Parameter
handelt wird das Signal mit allen moglichen Skalierungen und zu allen Zeitpunk-
ten analysiert. Das Signal f wird in einem zeitlichen Intervall durch verschiedene
Versionen von (3-1.2) betrachtet, wobei das Analyse-Intervall mit Variation von
t iiber f verschoben wird. Damit ist die Analyse des Signals zeitlich lokalisiert.
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In Abhéngigkeit der genutzten Analysefunktion ergibt sich eine mehr oder we-
niger direkte Interpretation der transformierten f. Als eine Funktion von ¢ auf
einer bestimmten Skala s repriisentieren die Werte von f(s,t) die in f(t) zeitlich
lokalisierten Details, deren physikalische Bedeutung zunichst offen bleibt. Das
synthetisierte Signal ist nach (3-1.17) eine Superposition aus den Vektoren h™
wobei f(m) eine Koeffizienten-Funktion ist.

Zulassungs—Bedingung fiir {h,,} Die Familien {h,,} und {h™} miissen Be-
dingen geniigen damit sie aus f € F das Signal f € H = L*(R) synthetisie-
ren. Nach (3-1.11) miissen die Eigenwerte A des Operators G die Ungleichung
A < X < B erfiillen und das Integral (3-1.13) fiir A,

0<G :/ dpt [hm|? < 00 (3-1.20)
M

muf konvergieren. Dies wird als Zulassungs-Bedingung fiir die {h,,} bezeichnet.
Sie macht eine Analyse (f — f) und Synthese (f — f) moglich, und erzeugt
die Familien {h,,} und {h™} und somit eine ROU.

/ dp(m) by (K™Y =1 (3-1.21)

Wahrscheinlichkeitsdichte und Differenzierbarkeit Die oben erwihnte
Interpretation von f hat eine Bedeutung fiir Wahrscheinlichkeits-Verteilungen.
Wir beginnen mit einer Wahrscheinlichkeitsdichte ¢(u) die normiert sei, den Mit-
telwert Null und eine Varianz von Eins habe:

/_O:O du ¢(u) =1 /_O:O du up(u) =0 /_o:o du w?p(u) =1 (3-1.22)

Auferdem sei ¢(u) mindestens n mal differenzierbar mit n > 1 und fiir die
(n — 1)-te Ableitung gelte

lim ¢™ V(u)=0 undsei ¢"(u)=(—1)"¢"(u). (3-1.23)

u— Foo

Dann ist der Wert des Integrals von ¢™(u)

7wy = (<17 [ (—00) — " (+00)] = 0 (3-1.24)

und geeignet eine frame-Transformation zu definieren. Die Zulassungs—
Bedingung (3-1.20) ist erfiillt und ¢ ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte mit den
Eigenschaften (3-1.22) und ¢ erzeugt eine Familie {¢} wie {h,,}. Mit

f=¢'f und  foy=pmrf (3-1.25)
ist f(s,t) der lokale Mittelwert von f zum Zeitpunkt ¢ auf der Skala s.
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Wegen (3-1.23) ist
P () = (=1)™ 5™ 9, o(u) = ™A™ b () (3-1.26)

wobei 9 und 6,5(70 die partiellen Ableitungen nach u bzw. t sind. Deshalb ist die
frame-Transformierte von f nach {,,} mit m = (s, t)

Rt = [ Cduonore=so [ g

= "0 f(s:1)

mit dem Faktor s™ proportional zur n-ten Ableitung des lokalen Mittelwertes

o f(s,t)!

Approximationen Um ein Signal in relevante und nicht-relevante Informa-
tion zu zerlegen, also um die Bestandteile abzutrennen, welche z.B. unter den
weitldufigen Begriff “Rauschen” zusammenzufassen sind, werden spéter zwei ap-
proximative Eigenschaften benutzt. Wir interpretieren die zwei Funktionen f und
g € L?(y). Zuerst werden fiir ein festes g alle moglichen Signale f € H unter An-
wendung des Analyse-Operator T' so verglichen,dal T'f ~ ¢g. Dann wird fiir ein
festes f € H jedes g € L?(u) unter Anwendung des Synthese-Operator S so
verglichen, dak Sg = f gilt.

Mit einer beliebigen Funktion g(m) € L?(u), die nicht notwendigerweise in
dem Abbildungsbereich F des Analyse-Operator T enthalten sein muf$, minimiert
das eindeutige Signal f € H gegeben durch f = f, = Sg = [, du(m) h™g(m)
den Fehler

lg = I = [ dulg(m) = Fm)? (3-1.28)

Der Gebrauch von linear-abhéingigen Vektoren {h,,} fiihrt in der Synthese
auf ein nicht eindeutiges Signal f. Ein Signal wird durch SG™1T™* : L?(u) — H
synthetisiert. Soweit es zu JF ein orthogonales Komplement g, € F=+in L?(u) gibt,
leisten diese mit T*g, = 0 keinen Beitrag in der Synthese. Wenn die Vektoren
des frame Hj; linear-unabhiingig sind ist £+ = 0 und die Darstellung von f ist
eindeutig.

Wenn die Vektoren des frame Hj; linear-abhingig sind ist 7+ # 0 und es
gibt fiir jedes Element g, € F* eine Darstellung und somit unendlich viele Mog-
lichkeiten das Signal aus einem linear-abhiingigen frame zu synthetisieren.

Die Koeffizientenfunktionen g = f also mit g, = 0 zeichnen sich durch eine
besondere Eigenschaft aus:

Theorem 1 Von allen mdaglichen Koeffizienten Funktionen g € L3(u) fiir ein
Signal f € H zeichnet sich die Funktion g = f dadurch aus, daf$ g die Energie
llgll2. minimiert.

Igllz2 = I1f + glize = IIIZ2 + lgolZ= > I fIIZ- (3-1.29)
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Aufierdem geniigt g = f der Approximation (3-1.28) und ist durch die Norm des
Signals |f(m)| < ||hm|| + || f]| = ||f]| beschrinkt was fiir beliebige Elemente aus
L?(p) nicht der Fall sein muf. (Die Normierung konnte fiir eine Quantisierung
von f relevant sein.)

3.2 Diskrete frames

3.2.1 Diskretisierung

Das Signal f des vorhergehenden Abschnittes und deren Transformierte f sind
kontinuierliche Funktionen. Wir werden nun die kontinuierliche Koeffizienten-
funktion f durch eine diskreten Satz von frame Komponenten ¥ formulieren, um
frames auf zeitdiskrete Mefswerte anpassen zu konnen. Die Synthese erzeugt (ap-
proximiert) dann das kontinuierlichen Signal f. Wir betrachten einen Mafraum
mit einer abzidhlbaren oder diskreten Menge M. Im Spezialfall der CW'T ist dieser
Mafraum gegeben durch

Ser ={(£o™,nc™r) :m,n € Z} (3-2.30)

einen Satz von diskreten Skalen und Zeitwerten. Dabei ist o ein fester Skalenfaktor
und 7 ist ein festes Zeitintervall. Da M eine diskrete Menge ist, wird jede Teil-
Menge A C M mefkbar sein. Jede Funktion auf g : M — C ist dann mefbar und
ein Integral (— siehe (3-1.8) —) iiber dem diskreten Mafraum (M, p) wird durch
eine Summe ersetzt:

/M dp(m) g(m) = > pmg(m) (3-2.31)

meM

Die frame Bedingung (3-1.9) wird damit zu
ANFIB < X wmlfm)]* < B f 13 (3-2.32)

meM
wobei p,,, = p({m}) das Mak auf einer Ein-Punkt Menge m € M ist. Es legt fest,
welchen Beitrag f(m) zur Summe liefert. Werden alle m € M mit u,, = 1 gleich
gewichtet ist p das Zahl-Mafs. Im diskreten Fall ist das Zahlmaf nicht immer die
natiirliche Wahl.

Wie kann ein kontinuierlicher frame Hj; nun in einen diskreten Sub—frame
iiberfiihrt werden? Die transformierte f wird durch eine diskrete Gruppe von
Teilmengen I' C M dargestellt. Jedes Element m € I' représentiert eine unter-
schiedliche Teilmenge A,, € M. Es ist in diesem Fall nur natiirlich jedes m € T’
entsprechend der représentierten A,, zu gewichten, also p,, = p(A,,). Dann sind
die einzelnen Beitrdge von g(m) zur Summe in (3-2.30) mit u,, # 1 nicht gleich
und haben in der Signalsynthese demnach ein unterschiedliches Gewicht. Ein
derart diskretisierte frame kann dennoch mit einem speziellen reproduzierenden
Kern eine Basis zu bilden.
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Theorem 2 Fin diskreter frame ist eine Basis wenn der reproduzierende Kern
K(klm) = b} hp = pt 67, (3-2.33)
dann ist {p,h™} eine reziproke Basis zu {hy,}.

Wir haben oben ein Signal f als kontinuierliche Superposition von Vektoren
einer Familie {A™} mit der transformierten f als Koeffizienten-Funktion darge-
stellt. Nun wird die Darstellung mit dem eben erwidhnten diskreten Sub—frame
gezeigt. Dabei wird eine diskrete Koeffizienten-Funktion benutzt, die als “gesam-
pelte” Version von f zu betrachten ist. Eine wichtige Eigenschaft der diskreten
frames besteht darin, daft die Abtastrate automatisch auf die genutzte Skala an-
gepakt wird. Zunichst wird das Frequenzspektrum des Signals in verschiedene
Bereiche skaliert, dann wird jeder Bereich mit einer Abtastrate analysiert, die
proportional zu der jeweiligen Skala eines Bereiches ist. Unter vorteilhaften Be-
dingungen kann das Signal aus den diskreten Komponenten von f als diskrete
Superposition einer reziproken Vektorfamilie dargestellt werden.

3.2.2 Skalierung und Abtastrate

Wir betrachten den oben (3-2.30) erwihnten Skalenfaktor o > 1 genauer und
nutzen in der diskreten Analyse nur Skalen mit s,, = ¢™, m € Z. Wird ein Signal
mit dem Faktor o skaliert, sind z.B. fiir die CWT

fo(t) = apf(g) und  f(os,ot) = f(s,t) (3-2.34)
die Bezichungen von f und f zwischen den Skalen. Hierdurch wird die frame-
Transformation invariant gegeniiber der verwendeten Skala.

Um von einer Skala s,, = ¢™ zur nichsten s,,.1 = 0s,, zu gelangen, muf
das Abtast-Intervall At um den Faktor o vergrofert werden. Dabei ist At = ™71
und 7 > 0 als festes Abtast-Intervall auf der Skala s = 1 gesetzt. Das Signal
wird nur zu den Zeitpunkten ¢,, , = no™7 mit n € Z auf der Skala o abgetastet,
womit die Abtastrate automatisch auf die Skala angepalt wird. Das Signal ist
nun zu diskreten Zeiten auf verschiedenen diskreten Skalen dargestellt. Diese
Darstellung heifit Zeit-Skalen-Ebene und ist mit einem hyperbolischen Gitter (3-
2.30) parametrisiert, welches um so dichter wird, je niher man mit s — 0 der
Zeitachse kommt.

3.2.3 Analyse und Synthese

Fiir die kontinuierlichen frames haben wir die Familie {¢;,} aus (3-1.2) durch die
Anderung von ¢ und s, also die Operationen Translation (Verschiebung auf der
Zeitachse) und Dilatation (Anderung der Skala) erzeugt. Die Zeit-Skalen-Ebene
war mit einem kontinuierlichen Maf ausgestattet. In diesem Abschnitt wird am
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Beispiel der CWT eine Klasse von diskreten Sub-frames Wg fiir den einfach-
sten Fall einer beschrankte Bandbreite von 1), konstruiert. Dies ermdglicht eine
Signalanalyse in der Frequenzdoméne mit sich nicht notwendigerweise iiberlap-
penden Analyse Bereichen. Zunéchst wird eine Klasse von semi-diskreten frames
erzeugt. Diese sind mit einem diskreten Zeit— aber einem kontinuierlichen Ska-
lenparameter ausgestattet. Die Diskretisierung der Skala ist dann nur noch ein
kleiner Schritt.

Diskretisierung der Zeit Wegen der Parseval Identitdt kann die Analyse und
die Synthese in der Zeit— wie in der Frequenzdomine ausgefiihrt werden. Da
das Abtast-Intervall At proportional zu der benutzten Frequenzskala sein soll,
wird die Darstellung von (3-1.2) in der Frequenzdoméne benotigt. Wir beginnen
mit einer Funktion ¢(w) = 0 aukerhalb eines Frequenzbandes @ < w < 3 mit
—00 < a < 3 < co. Nach (3-1.4) ist f(s,t) = ( 0 f). Parseval’s Identitét fiihrt
in die Frequenzdoméne und ergibt

f(sa t) = <¢;‘,t, )= <¢;t> f) (3-2.35)

wobei f und ¢, (w) = |s|tPe?T why))(sw) die Fourier-transformierten von f und
1 sind. Die Darstellung von f in der Frequenzdoméne ist mit (3-2.35)

Flsst) =i =157 [~ dw e sw) flw) (3-2.36)

Der Faktor |s|'™? geht auf die Skalierung in (3-1.2) zuriick. In (3-2.36) wird die
inverse Fouriertransformation ausgefiihrt. Diese Funktion ist aber auf einen Fre-
quenzbereich Iy, = {w : a < sw < (3} beschrinkt und muk nicht als Fourier-
Integral sondern kann als diskrete Fourier-Reihe geschrieben werden. Die Breite
des Intervalls % fiir w variiert mit der Skala s. Setzt man 7 = (8 —«) ! ist die
Grofe des zeitlichen Abtast-Intervall auf der Skala s gegeben durch |s|7. Damit
kann die inverse Fouriertransformation ausgefiihrt und das Integral durch eine

Summe ersetzt werden:

[s|" PP(sw) flw) = st > e P Te,(s)  mit

neZz

eals) = [ dwem s P (s f(w)

= f(s,ns7)

Die Funktion ist nur giiltig wenn w € Is ist. Um sie global giiltig zu machen
werden beide Seiten mit |s|~(!7P)4)(sw) multipliziert:

[P(sw)Pflw) = 7'Z6_2”“’"ST|S|(1_p)@/3(sw)f(s,ns7-)

nez

= T Z @@87n8T(w)f(s, nsT)

nez
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Um jetzt f(w) zu rekonstruieren werden beide Seiten iiber das kontinuierliche
Skalenmafs integriert.

/ —|@Z)(sw W f(w) =7 > / ds —thgmsr (W) f(s,nsT)  wobei (3-2.37)
0 nez
/OOO %W(sw)ﬁ =Y (w) definiert wird. (3-2.38)

Dies zeigt, dafs f und somit auch f vollstindig rekonstruiert werden kann
wenn die Division durch Y (w) moglich ist. Dies ist fiir 0 < Y(w) < oo der Fall
und w # 0 und (3-2.38):

fw) = TZZ [T @) (5, m7)

= TZ/ ¢5"5T ) f(s,nsT)

nez

wobei die ¥*™7 € W9 den reziproken frame zu Ws bilden. Die inverse Fourier-
transformierte liefert das Signal

=72 / — 7T (s, nsT) (3-2.39)

nez

Dies ergibt einen semi-diskreten Sub-frame von Wy mit Vektoren 1) 5., den wir
als W, bezeichnen. Der reziproke frame W ist ebenso ein Sub-frame von W¥.
Beide fiihren auf die semi-diskrete ROU

T Z / P (Ysnsr)* = 1 (3-2.40)

neZz

Diskretisierung der Skala Die Skala s, = ¢, m € Z wird mit einem festen
o > 1 diskretisiert. Der Schritt zwischen zwei Skalen ist As,, = Spy11— Sm = (0—
1)S,,,. Damit kann das Maf % in (3-2.37) durch die diskrete Version £2 = (0 —1)
und das Integral durch eine approx1m1erende Summe ersetzt werden. Y( ) wird
zu Y, (w)

Y(w)o = (0 —1) Y [d(0™w)[? (3-2.41)

meZ

Nun wird in (3-2.37) der kontinuierliche Parameter s durch die diskrete Skala o™
ersetzt.

wegen Pg(t) = |[s| P <E>

Vs msr(t) = Vom nomr(t) = o™ (T#) (3-2.42)
= W)
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In der Koeffizienten-Funktion in (3-2.37) wird ebenso s — o™ ersetzt.
f(s,nst) wird zu f(o™,no™r) = U, ,(t)*f. Analog zu (3-2.37) ergibt sich nun
eine in der Zeit (Parameter n) und der Skala (Parameter m) vollstingig diskre-
tisierte Version:

Y, fw) = (=11 3 Upulw)¥, . f (3-2.43)

m,n€Z

Der Faktor (o —1)7 ist das Mak, welches jedem Punkt der Zeit-Skalen-Ebene
Ser = {(£0™,no™1) : m,n € Z} zugewiesen wird. Das kontinuierliche Mafs ist
somit diskretisiert:

dsdt dsdt A8y Aty

Lot _ 2
52 s s Sm Sm

=(oc—1)r (3-2.44)

~ Nun ist (3-2.43) nur noch nach f(w) aufzulésen indem der reziproke frame
Umn =Y Y w)W,, , benutzt wird

fw)= Y, w) (0 =11 > Tpp(w)Wi, f= > U™ (w)T;,  f3-2.45)

m,n€Z m,ne

und die invers Fouriertransformierte schlieflich das Signal

f=(—-1r1 Z \Ifm’"f(am,namT) (3-2.46)

m,nez

in dem nun vollstédndig diskreten frame W, , = {{om pom; = Yy, - myn € Z}
synthetisiert.

3.3 Multiresolution Analysis (MRA)

Ein Signal kann in einem diskreten frame W, ; analysiert und synthetisiert wer-
den. Dafiir sind die Integrale von f fiir die jeweiligen diskreten Zeit— und Skalen-
parameter zu berechnen.

Die Multiresolution Analyse ist eine rekursive Methode zur diskreten Analyse
und Synthese von Signalen mit einem fest vorgegebenen Skalenfaktor o = 2. Das
Signal f° wird fiir ein At = 7 in einen gemitteltsen Teil 71 auf einer groberen
Skala At = 27 und einen Detailanteil f! mit At = 7 zerlegt (3-1.25). Dieser
Vorgang wird mit fl wiederholt und erzeugt eine Reihe von ?17?27737 . ,TN
mit den Details f*, f2, f3,..., /¥ die auf jeder Skala At = 2™7 separiert werden.
Die so gewonnenen f™ ! konnen als eine Superposition der VU, des diskreten
frames W, , aufgefafit werden. Das Signal kann nach N Iterationen rekonstruiert
werden als fO = F" + f1+ 2+ 3+ ...+ fV. Die so erzeugten fV bilden nicht
nur einen frame sondern auch eine Basis.
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Wir fiihren nun die Operationen Translation 7' (nicht zu verwechseln mit dem
Analyse-Operator T') und Dilatation D.
T und D wirken auf eine Funktion f so,

THEB)=fEt=1) = (T"f)t)=f(t—n)
(DA =272f (%) = (D™f)(t)=27%f ()

daf verschiedene Versionen erstellt werden. Die Operatoren T" und D sind inver-
tierbar (T'f,Tg) = (f,g) = (Df, Dg) und unitiar T* = T~ D* = D%,

Diese Operationen auf eine noch zu spezifizierende Funktion ¢ angewendet
erzeugen demnach verschiedenen Versionen von ¢.

Pma(t) = (DT P)(t) = 27

Diese tasten auf der Skala m € Z zu dem Zeitpunkt n € Z das Signal f ab. Wenn
alle Versionen von ¢ benutzt werden, 1dft sich mit ihnen das Signal f iiber dem
gesammten Beobachtungszeitraum auf allen Skalen darstallen.

Grundsitzlich wird ¢ eine nicht negative Impulsfunktion mit einer Breite W
zentriert um t = 0. Mit (3-1.4) ist die f als separierte Detailinformation und spi-
ter in (3-1.27) unter bestimmten Bedingungen als Ableitung interpretiert worden.
Bildet man statt f = (¢, f) das innere Produkt f = (¢, f), ist dies die ge-
mittelte Darstellung von f auf der Skala m auf einer Breite 2™W zentriert um
t = 2™n dargestellt.

Die Funktion ¢ sollte die Voraussetzungen erfiillen um eine MRA zu generieren:

m
2

(T"¢)(27™t) = 272 ¢(27™t — n) (3-3.47)

1. Orthogonalitdt der verschiedenen translatierten Versionen auf einer Skala.

(G, S1) = 61 (3-3.48)

2. Orthogonalitat auf einer Skala erzwingt aber nicht die Orthogonalitit zwi-
schen verschiedenen Skalen.

<¢m,n7 ¢m,k> - <Dm¢na Dm¢k> - 62 (3'349)
3. Interpretiert man ¢ wie in (3-1.22) als Wahrscheinlichkeitsdichte (- bzw.
als eine nicht negative integrierbare Funktion —), dann ist die Verteilungs-

funktion F(x) = [*_ dt ¢(t) und alle Versionen ¢,, auf eins normiert, wenn
fir f =1 gilt

(Dn, f) = /O:o dt ¢, =1 (3-3.50)
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Wenn diese Voraussetzungen erfiillt sind spannen die Funktionen {¢,,, : n €
Z} fiir ein festes m € Z einen Unterraum V,, in L?*(R) auf.

Vo, = {f = Gmn un | fIIP =D |ual® < oo} (3-3.51)

Die ¢,,,, stellen eine orthonormale Basis in V;,, dar. Der Entwicklung von f nach
der Basis ¢,,,, mit den Koeffizienten w,

> Gon tn = D™D Py up, (3-3.52)

entspricht die Anwendung von D™ auf >, ¢, u, € Vo. D™ erzeugt V,, als Unter-
Raum von Vj.

Vo ={D"f:feVo}=D", meZ (3-3.53)

V.. ist das Bild von Vj unter D™.
Da f in V,, orthogonal entwickelt ist, wird die orthogonale Projektion nach
V,, durch P, : L*(R) — L*(R) definiert:

P =3 bmnGpn=D" 3 ¢u¢, D" = D"RD™™ (3-3.54)
Das Signal f kann mit P,, auf einer Skala
fm(t) == (Puf)(t) = Y dmmPpnf (3-3.55)

mit entsprechender Auflosung dieser Skala m rekonstruiert werden. Wenn ein
Signal auf einer Skala mit At = 2™ abgetastet wird gehen die Informationen,
die auf Skalen kleiner 2™ enthalten sind verloren. Der Raum V,, sollte deshalb
nur Signalinformationen bis At = 2™ enthalten. Der Raum V,,;; ist dann ein
Teilraum von V,,.

Ving1 C Vi, fiir alle m € Z (3-3.56)

Diese Beziehung fiihrt zu einem wichtigen Zusammenhang zwischen Basisfunk-
tionen auf zwei verschiedenen Skalen (- mit D¢ € Vi und V; € Vj muf auch
D¢ € Vj sein —), der Dilatations—Gleichung:

Do =3 hutn = h,T"¢ = h(T) (3-3.57)

In dieser Gleichung werden die Koeffizienten h,, fiir ¢,, festgelegt. Die Anwendung
von D,, auf ¢,, entspricht einem Satz von Koeffizienten auf der néchsten Skala
m-+1. Diese Koeffizienten werden durch den formal eingefiihrten Operator h(T') =
Y>on haT" erzeugt. Sie stellen in der entsprechenden Basis das gemittelte Signal
auf der groberen Skala dar. h(T") wird deshalb als mittelnder Operator bezeichnet.
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In (3-3.57) wird die dilatierte Version ¢, als Basis genutzt um die Skalen-
funktion ¢ mit den Koeffizienten h, auf der groberen Skala als Superposition
zu entwickeln. In (3-3.51) ist ein Signal f in der Basis ¢y, von V,, auf einer
beliebigen Skala mit den Koeffizienten u,, entsprechend entwickelt.

Um einen Vektor in dem Raum Vj darzustellen fiihren wir analog zu (3-3.57)
einen Operator u(7") ein

> tndn =Y u, T = u(T)¢ (3-3.58)

der die entsprechenden Koeffizienten erzeugt. Vektoren auf einer beliebigen Skala
in V,, erhélt man dann durch D"™u(T')¢. Ein Vektor in V] kann mit der Dilatati-
on (3-3.57) V; = DV, erzeugt werden.

Du(T)¢p = u(T?) D¢ = u(T*)W(T)¢ = h(T)u(T?)¢ (3-3.59)

Dabei gehort die rechte Seite von (3-3.59) zu Vj in dem Vi C V; aufgespannt
wird. Wenn auf beide Seiten D™ angewendet wird, entsteht die Raumstruktur
Vini1 C Vy, der MRA.

Die Operatoren h(7T) und u(T") entsprechen den aus der Filtertheorie bekann-
ten Laurent-Polynomen, mit den die Klassifikation von isolierten Singularititen
einer Funktion moglich ist. h,, in (3-3.57) und w,, in (3-3.58) sind dann Filterkoeffi-
zienten. Spater bendtigen wir Operatoren H und G, die als impulse response filter
(IRF) bezeichnet werden konnen. In Abschnitt 2.2 iiber die Laplace Transforma-
tion ist deshalb die korrespondierende Impuls-Antwort h(t) dargestellt. Auch in
ARMA-Modellen [BJ76| werden IRF [Dob84| genutzt um eine Systemantwort zu
charakterisieren.

Die Menge der Polynome h(7T") und u(7") wird mit P bezeichnet. P ist be-
ziiglich der Bildung von Summen und Produkten eine Algebra [Kai92|. Aus einer
Beziehung zwischen zwei Operatoren (h(7) und g¢(7')) dieser Menge geht die
wichtige Rotations—Symmetrie des (Phasen-)Raumes mit dem entsprechenden
Operator J hervor, auf die im Abschnitt 3.3.4 noch weiter eingegangen wird.

Bevor die Methode erweitert wird, seien die Eigenschaften der MRA bis hier-
hin zusammengefalt. Es gibt eine Folge von Unterrdumen V,, in L?(R) derart,
daf

1. Vi durch ¢ generiert wird. ¢, () bildet eine orthonormale Basis fiir Vj.
2. V,,, = D™V, durch V; determiniert ist.
3. Vins1 C V.

4. Mit grober werdender Skala, also m — oo wird f immer weiter durch P, f
geglittet bis schliefslich nur noch eine konstante Funktion iibrig bleibt. Die
einzige konstante Funktion in L?(R) ist 0.

Jim P, f=0€L*(R) lim ||P,f]| =0 (3-3.60)
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5. Mit feiner werdender Skala, also m — —oo sollte P, f das Signal f immer
besser approximieren.

im_Pnf=fel*R) bzw. lim |f—Pnf|=0 (3-3.61)
Diese ineinander geschachtelte Sequenz von Unterrdumen wird als MRA
bezeichnet. Die Funktion ¢ definiert eine MRA unteranderem dann wenn
[ dt|o(t)] < oo erfiillt ist.
Die Funktion ¢ skaliert das Signal und wird deshalb als Skalenfunktion be-
zeichnet.

3.3.1 Basis

Wir bilden die Raumsequenz V;, C V41 in L?(R) und betrachten das orthogo-
nale Komplement W. In der MRA wird die Familie {¢/} (3-1.2 mit dem inneren

Produkt erzeugt. Diese Familie bildet spéter in W eine Basis des Signal.
W1 ={f€Vmn:(f,9)=0 firalle g€ V,1} (3-3.62)

Die Zerlegung in zueinander orthogonal komplementire Raumeteile formulieren
wir mit Wy,.q, = V,, © Vi1 oder V,,, = V.11 & W,,,11. Somit kann fiir jedes
f™ € V,, eine eindeutige de-komposition f™ = fm™+! + 4™+ wobei f™ €V,
und d™* € W, ist. Da W, C V,, und W,, orthogonal zu V,, gilt, ist auch
W1 orthogonal zu W,,. Alle Unterriume W,, sind zueinander orthogonal, im
Gegensatz zu den V,,. So wie mit D™ die Sequenz der Unterrdume V,, (3-3.53)
generiert, erzeugt D™ eine Sequenz zueinander orthogonaler Unterrdume W,,.

Wy = {D™f : f € W} = D"W, (3-3.63)

Analog zu dem Operator P (3-3.54) wird Q,, : L*(R) — L?(R) ein Operator
fiir die orthogonale Projektion nach W, definiert.

W = DWWy = Qm = DmQoD™™
Vo, LW, = PO, = QuP, =0 (3-3.64)
Vm - Vm+1 S%) Wm+1 = Pm = I'm+41 + Qm—i—l

Fiir zwei Unterrdume auf verschiedenen Skalen k£ und m gilt V,, C V,,, und W}, C
W,, wenn k > m ist. Die Unterrdume mit groberer Skala sind Teilmengen der
Unterrdume mit feineren Skalen.

Die Projektion P, in diese Unterrdume W,, kann durch die de-komposition
P14 Qi ersetzt werden.

M
Pn=Pu+ > Q M>m (3-3.65)

k=m+1
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Jede Funktion f € L?(R) kann nun mit den orthogonalen Projektionen P,
und @), +1 de-kompositioniert werden f™ = P, f. Jedes Signal f kann nun in der
Praxis durch ein f™ approximiert werden.

M M
ff"=Puf+ > Quf=Puf"+ Y Quf" (3-3.66)

k=m+1 k=m+1

Das Abtast-Interval des Signals f ist fiir f™ durch At = 2™ gegeben. Wir
bezeichen 27 als die Auflésung des Signals. Mit hoher werdender Auflésung
m — —oo wird wegen P, f — f (3-3.66) zu

M
f=Puf+ Y. Quf fel’R). (3-3.67)

k=—o00

Damit ist ein Signal in einen gemittelten Anteil f¥ = Py, f und eine Sequenz
von sukzessive feiner werdenden Details d* = Q. f mit k < M zerlegt. Sollte f
nur in Vj, beschreibbar sein ist W,, leer, also Qxf = 0. Gleichung (3-3.67) gibt
deshalb eine orthogonale De-komposition des Raumes der Quadrat-integrierbarer
Funktionen L*(R).

LPR)=Vue® P W, (3-3.68)

Mit immer grober werdender Skala m — oo verschwindet der gemittelte Anteil
P, f — 0also auch Vj; — 0 und das Signal kann vollstdndig in dem Unterraum
W,, dargestellt werden.

f= > Qf felLl’(R) (3-3.69)
k=—0c0
was die orthogonale De-komposition von L*(R) gibt.
L’R)= P Wi (3-3.70)
k=—o00

Somit gibt es fiir jede Funktion f € L?(R) (- dabei kann f auch eine appro-
ximierte Darstellung eines physikalisch gemessenen und somit diskreten Signals
sein —) eine eindeutige orthogonale De-komposition.

3.3.2 DownSample und UpSample Operatoren

Mit Hilfe der orthogonalen Projektionen P und @Q kann in L?*(R) eine ortho-
normale Basis aus {1} gebildet werden. Fiir die experimentelle Berechnung sind
zwei Operatoren H : L?(R) — L*(R) und G : L?*(R) — L*(R) notwendig, deren
Definition hier nur kurz angegeben ist.

H=PD'=D"'P, G=QD'=D"'Q (3-3.71)
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H und G werden benutzt um die Unterrdume V,,, und W, explizit zu charakteri-
sieren sowie die mit diesen Rdumen assoziierten Basen {¢} und {4} zu generieren.

Die Operatoren H* und G* wirken auf V,,, = V,,.1 ® W,,,1 und erzeugen als
Abbildungen von V,, und W,, die Unterrdume V,,,; und W, ;.

HVi =D, =V, H'V =D"WYW, =V, HW = {0}(3372)
GW1 == D_1W1 == W() G*W:D_1W1 - WO G‘/l - {O} e

Mit (3-3.62) ist das Signal auf die Unter-Rdume von V und W aufgeteilt
worden. Wenn nun f° = f1 +d' € V wobei f! € V; und d' € W;, dann ist

Hf'=D'f' und Gf°=D'd" (3-3.73)

Durch {¢} wird Raum Vj aufgespannt. Der Abbildungsbereich des Operators H*
ist Vi, da H* auf u(T)¢ € V, (3-3.58) wirkt. In (3-3.59) wird ein Vektor in V)
formuliert. H* wirkt nun auf diesen Vektor

H*»(T)¢ = Dv(t)¢ = h(T)v(T?)¢ (3-3.74)

Allgemein wird der Unterraum V; durch die Wirkung von h(7T') auf ein Polynom
v(T?) € P gewonnen. V; ist vollstéindig charakterisiert durch

Vi = {h(T)o(T?)¢ : v(T?) € P} (3-3.75)

In ganz &hnlicher Weise kann W) charakterisiert werden. Nach (3-3.72) ist
W, die Menge der Vektoren im Nullraum (dem orthogonalen Komplement) von
V5. Um diesen Nullraum zu konstruieren mufs H explizit formuliert sein. Dazu
wird zunédchst der UpSample Operator Sy definiert. Sy wirkt auf das gemittelte
Signal der groberen Skala und erzeugt auf der feineren Skala ein Signal mit der
doppelten Anzahl von Abtast-Punkten.

Spu(T)p = u(T?)p =Y up T =D tundon (3-3.76)

Dabei wird nur das Abtast-Intervall At = 2 durch Einfiigen einer Null zwi-
schen jedem Wert verdoppelt. Die entstandenen Liicken werden danach mit dem
mittelnden Operator h(T) so aufgefiillt, dal exakt die gestreckte Version des
Original-Signals Du(T)¢ zuriickgewonnen wird. Mit (3-3.74) und (3-3.76) ist
H*:Vh -V

H*u(T)p = h(T)Syu(T)¢p bzw. H* = h(T)S, (3-3.77)

ein interpolierender Operator. Der adjungierte Operator H : Vj — Vj kann sofort
angegeben werden.

H = S;h(T)" = Syh(T)* (3-3.78)
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Mit H* wird das Signal vergrobert und H verkleinert es. Dabei ist Sy = S%
in (3-3.77) der DownSample-Operator.

Wie bei der Signal-Analyse der Operator T (beachte, hier ist 7" nicht das
Symbol fiir den Translations-Operator) und bei der Synthese der Operator S
zerlegen die Operatoren Sy und Sy ein Signal jetzt auf verschiedene Skalen und
setzen es auch wieder zusammen. Im Gegensatz zu der Wirkung von T (3-1.9) geht
ganz offensichtlich durch das DownSampeln mit Sy Information verloren. Dieser
Teil der Information, der nicht mehr in V; enthalten ist, befindet sich in W; dem
Nullraum von Vi. Wj kann auch explizit durch diese Bedingung charakterisiert
werden.

0 = Hu(T)¢ = S h(T)u(T)¢ (3-3.79)
= %D‘l h(T)*u(T) + h(=T)*u(=T)| D¢ (3-3.80)

Diese Beziehung ist erfiillt wenn der Klammerausdruck durch die Wahl von
u(T) = h(=T)*v(T') zum Verschwinden gebracht wird. Es kann gezeigt werden,
dal mit (3-3.79) W; als Komplement zu V; (3-3.75) beschrieben wird. Wie oben
erwiahnt ist u(7T") die Operation, die ausgefithrt wird um in V;, einen Vektor zu
erzeugen. Durch (3-3.78) verschwindet ein Teil der Information in dem Nullraum
von Vi. Um das Signal verlustfrei reproduzieren zu konnen zerfillt «(7') nun in
zwei Anteile. In einen Teil der Signalinformation in Vi, und in einen zweiten der
die Signalteilinformation W; darstellt.

{u(T) = WT)v(T?) + g(T)w(T?) } Vin (3-3.81)

Wm+1

wobei v(T)und w(T') beliebige Polynome in der Algebra P sind. Damit ist W
analog zu (3-3.75) beschrieben,

W = {g(T)w(T?)¢ : w(T) € P} (3-3.82)

wenn eine bestimmte Beziehung zwischen A(T") und ¢(7") erfiillt ist, die hier nur
angegeben wird g(T) = —T*h(—T)* (wobei A € Z eine ungerade Zahl ist).

In (3-3.81) kann ¢(7T) als differenzierender Operator auf Vj interpretiert wer-
den, so wie h(T') als mittelnder Operator. Der Parameter A in (3-3.89) wirkt auf
das Polynom w(7') und somit auf die W,, aufspannende Basis.

3.3.3 Basis System des W-Raumes

In der MRA wird auch der Unterraum W erzeugt. Mit den oben definierten Ope-
ratoren wird nun die Basis von W konstruiert. So wie V; aus einer Skalenfunktion
¢ hervorgegangen ist, wird W, auf einer mit ¢ korrespondierenden Funktion 1
aufgebaut. Die weiteren Unterrdume W,,.; werden wie die V,,; rekursiv mit
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dem Operator D gewonnen Wy, = D~'W,. Ein Vektor kann in W nun wie folgt
beschrieben werden. Auf den W; beschreibenden Term (- das zweite Produkt
in (3-3.81) ) wird der Operator D angewendet.

D~ g(T)w(T?) ¢ = D™ 'w(T*)g(T) = w(T)D~"g(T)¢ (3-3.83)

wobei w(T') € P. Die zur Skalen-Funktion ¢ korrespondierende Basisfunktion
wird nun definiert als.

= D"g(T)p € Wy (3-3.84)

Analog zu (3-3.47) werden mit dem Operator T translatierte Versionen von
benutzt um W, aufzuspannen.

Y = T = T"Dg(T)p = D' T>"g(T)o (3-3.85)

Verallgemeinert man dieses Verfahren fiir beliebige Skalen m € Z sind die Vek-
toren in W,, durch

m,nEDme’QZ) bzw. ¢m,n(t) = 2—%,¢)(2_mt_n)
Vom nomr(t) = o ") (ﬂ)

o-m

= U, (1) (3-3.86)

gegeben(, wobei p = % und o = 2 gesetzt wurde). Es handelt sich um den diskre-
ten frame W, ,,(¢) (3-2.42), fiir die oben die Signal-Synthese mit frei wéhlbarem
Mafraum gezeigt wurde.

Zu der orthogonalen Projektion P, in V,, ist analog @,, in W,, eingefiihrt
worden. Mit dem Basissystem in W, ist nun Qp, = X2, ¥mn ¥y, ,- Jedes Signal
kann nun mit (3-3.67) einer eindeutigen De-komposition mit diskreten frame’s
U,,.n(t) zugeordnet werden.

M
F=20mnOuinl + Do D Vkntinf (3-3.87)
nez k=—ocon€Z
fo= 2> Yentinf (3-3.88)
k€eZ neZ

3.3.4 Rotations—Operator J

Ohne eine weiter ins Detail gehende Begriindung ist hier eine wichtige Beziehung
fiir die MRA zwischen h(T) und g(T') angegeben. Beide Operatoren wirken auf
Vo und sind zueinander orthogonal komplementér.

g(T) = =T*h(-T)* (3-3.89)
Die erzeugten Basisfunktionen von V und W sind

D¢ =nT)¢ Dy =g(T)y (3-3.90)
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Die Filter H und G sind
Py
Hu(T)p= WT) u(T?¢ GuT)p= ¢(T) u(T?)¢
H u(T)¢ = Syh(T)'u(T) ¢ G u(T)p = Syg(T)u(T)

HoG

mit einer Symmetrie zwischen H < G, ¢ < ¢ und h(T) < ¢(T) versehen.
h(T), ¢ und H sind dem V-Raum zuzuordnen. ¢g(T'), ) und G gehoren dem W-
Raum an. Ein Objekt im VV-Raum hat ein korrespondierendes im W-Raum. Wir
definieren den Operator J : Vj — Vj der diese Symmetrie realisiert.

Ju(T)p = =T u(T)*p (3-3.91)

wobei A eine ungerade Parameterzahl € Z von ¢(T) ist.
Es kann gezeigt werden, daf

1. J> = —Iy, : die Wirkung von J eine komplexe Multiplikation mit i bzw.
eine 90° Rotation in Vj ist,

2. JD¢ = Dip, JDi = —Dé : J dreht D¢ € V; nach Dy € Wy,

3. JVi =Wy, JW; = Vj : der gesamte Unterraum V; wird auf das orthogonale
Komplement W; abgebildet und umgekehrt.

Der Rotationsoperator J erzeugt eine Zerlegung von L?*(R), die als “Packet’-
Zerlegung bezeichnet wird und spezielle und fiir uns notwendige Eigenschafen
hat, mit denen spéter operiert werden wird.

3.3.5 Filterkoeffizienten

Alle fiir diese Arbeit durchgefiihrten Berechnungen werden mit Filterkoeffizienten
realisiert.

Grundsitzlich wird ein Signal mit einer Basis und den Koeffizienten dieser
Basis formuliert. Das skizzierte Verfahren eines Systems von Basen mit Hilfe
von Operatoren zu erzeugen wirkt auf die Darstellung der Basisfunktion ¢ und
1 selbst. Diese Funktionen sind #hnlich wie das Signal durch Koeffizienten be-
ziiglich den Basisfunktionen eines iibergeordneten Raumes der jeweils hoheren
Skala formuliert (3-3.57). So eine Formulierung einer Basisfunktionen ist als ei-
ne Sequenz aus Filterkoeffizienten (- siehe h,, in (3-3.57) oder w,, in (3-3.58) —)
realisiert. Die rekursive Anwendung der Operatoren auf die Basis respektive auf
die Sequenz aus Filterkoeffizienten erzeugt einen neuen Satz Koeffizienten, einer
neuen Basis, eines neuen Unterraumes. Hier ist die Beziehung der Koeffizienten
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des V-Raumes und des W-Raumes angegeben. Diese ist auf die komplementiren
Operatoren h(T) und g(T) in (3-3.81) zuriickzufiihren.

g(T) = ~T*h(=T)" = =3 (=1)"h,T*™"
= > (=1)"hI"
go = (21" (3-3.92)

Dabei ist g, die Sequenz der Filterkoeffizienten von 1 und h,, die von ¢. Hier ist
angegeben wie die Operatoren H : Vj — Vo und G : Vj — W, aus den Basis-
Funktionen von V und W die Koeffizienten der jeweiligen Unterrdume generieren.

G*¢k = Zgn—2k¢n H¢n = Zﬁn—Qkak Gdjk = Zyn—2k¢n (3‘393)

H und G sind impuls respone filter (siehe 2-2.29), die ein vollstindig rekursives
Schema der Signal-Analyse und Synthese bilden. Auf eine Koeffizienten-Sequenz
u® = {u?} angewendet lautet die Signal-De-komposition:

u’ = H*u' + G*d* wobei u' = Hu® d' = Gu° (3-3.94)
Fiir beliebige Skalen m gilt:
u™ = H*u™ 4+ G*d™ wobei u™ = Hu™ d™ = Gu™ (3-3.95)

Alle notwendigen Koeffizienten kénnen mit diesem vollstandig rekursiven Verfah-
ren berechnet werden ohne einmal ein Integral wie etwa (3-1.17) direkt auszuwer-
ten. Es ist deshalb fiir schnelle numerischen Berechnungen geeignet.
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3.3.6 “Packet”-Zerlegung

Die MRA fiihrt durch das Skalieren zu einer logarithmischen Unterteilung des Fre-
quenzbereiches und nicht zu einer linearen Aufteilung in Frequenzbander gleicher
Breite (wie z.B. die Fourieranalyse). Die Abtastrate wird auf den Frequenzbe-
reich automatisch angepaft. Die Auflésung der MRA wird weiter erhoht, indem
die Frequenzbereiche nochmals zerlegt werden, sodaf die Unter-Raume W,,, wei-
ter aufgeteilt werden. Es werden die Operatoren Fy : Vo — Vg und Fi : Vo — Wy
definiert:

Fo=H Fi=—HJ (3-3.96)
Dabei zeigt F; grundsétzlich dhnliche Eigenschaften wie G (in (3-3.93) definiert).

RV: = —HJV, = —HW, = {0}

nw, = —HJW, =-HV, =1V

FVy = JHVy=JVi =W,

Auf die Sequenz der Filterkoeffizienten {u,} angewendet formuliert sich die Wir-
kung von F' und F* analog zu (3-3.93)

Fi{ur}rez = {Z gn+2kuk} Fi{tuntnez = {Z gn+2kun}
k n

Der Vergleich mit (3-3.93) zeigt F' und F* als nahezu identisch mit G und G*. Der
Unterschied besteht besteht darin, dal G von V nach Wy abbildet. Demgegeniiber
bildet F; Vj auf sichselbst ab. Es kann auch eine beliebige Kombination von F},
Fy, FY und F§ benutzt werden um eine Abbildung Vi — V; zu realisieren. Fj und
F kénnen wie G und H eine orthogonale De-komposition Vj = V; @ W) erzeugen.

nez keZ

(a) Fan* = 6gIVo wobei (a, b= O, 1) (b) FJF() + Fl*Fl = IVo (3—397)

Eine beliebige Zusammenstellung der Filter F,; wird mit einem Satz aus ge-
ordnet indizierten Koeffizenten formuliert. A = {ay,as,as,...,a,} und B =
{b1,ba, ..., by} wobei die Lange von A bzw. B mit |A| = |B| = m ist. In (3-3.97)
wird & ersetzt durch &5 = &', 6,2,...,6;™. Damit wird (3-3.97) auf beliebige
Filter-Kompositionen verallgemeinert.

(a) FuFj = 6ply, wenn |A| = |B| >1 (3-3.98)
(b) > FiFs=Iy fiir jedesm >1 (3-3.99)
|Al=m

Der Operator F;F bildet einen vollstdndigen Satz orthogonaler Projektionen
auf V. Dieser Satz wird hier als []4 = F{ F4 bezeichnet.

* *

I[H=11=1L l;[l;IZ%‘H’ > =1 (3-3.100)

A A A A |Al=m A

04



Im Gegensatz zu dem Projektions-Operator P, in (3-3.55), der f nur teilweise
(— mit der Auflésung der Skala m als f,, —) darstellen kann, ist mit [J eine
vollstdndige Entwicklung von jedem f mit beliebiger Auflosung moglich.

f=> 11r= > fa (3-3.101)

A=m A |Al=m

Wenn in 3-3.98 A # B gilt, ist das innere Produkt (fa, fg) = 0. Das vollstindig
rekursive Verfahren (3-3.94) in dem die Filter H und G eine Koeffizienten-Sequenz
erzeugt haben, kann somit nun verallgemeinert werden, indem ein F4 die Aufgabe
von H und ein Fg die von G iibernimmt. Mit der ersten Rekursion wird eine
beliebige Koeffizienten-Sequenz u € Vj zerlegt in

u= > Jlu= Y FiFau= Y Fiu®*, wobeiu” = Fyu ist.(3-3.102)
|Al=m A |A|l=m |A|=m

Die wiederholte r-fache Rekursion liefert

uA1A2“'Ar _ Z Fzr+1uA1A2.--AT+1’ (3—3103)

[Arp1|=m

wobei yA142Artt = Fy o y424r gt Der Unterschied zu (3-3.95) besteht nun
darin, daf nicht nur die V,, Gegenstand der rekursiven De-komposition sind,
sondern die W, einer weiteren De-komposition unterworfen werden. Dieser so
erzeugte Raum ist ebenso mit einer Basis ausgestattet. Es handelt sich um zu-
einander orthonormierte Baéume von Raumsequenzen. Alle bis hierhin gezeigten
Eigenschaften iibertragen sich auf die erzeugte Raum-Struktur dieser “Paket”-
Zerlegung. In dieser wird fortan operiert.
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Kapitel 4

Experimenteller Teil

Nachdem in Kapitel 2 und 3 die vorgestellten Formalismen dargestellt sind, mit
denen ein System beschrieben werden kann, wenn Signale von ihm gemessen wer-
den konnen, soll nun die Anwendung dieser Formalismen an konkreten Beispielen
getestet werden.

Als Beispiel ist eines der einfachsten nicht-linearen nicht stationidren Phéno-
mene gewahlt, eine nicht-lineare Oszillation eines chemischen Reaktionssystems.
Nicht- lineare Oszillationen sind mathematisch und experimentell hinreichend un-
tersucht, um als Testsystem zu dienen. Als mathematisches Testsystem ist das
in 2.3 angegebene Differentialgleichungssystem bzw. deren Losung verwandt, das
ein Modell fiir das biochemische Reaktionsgeschehen im Stoffwechselweg der Gly-
colyse ist. Als experimentelles Reaktionssystem sind Mefsdaten der chemischen
Ostzillation der anorganisch-organischen Reaktion in der Belousov-Zhabotinsky-
Reaktion herangezogen.

Sie verhélt sich in dem Mefzeitraum quasi wie ein “Chemical Stirred Tank
Reactor”(CSTR). Der CSTR erzeugt das Signal eines Limitzyklus. Dies ist ein
zwei-dimensionales System welches nicht lineares und nicht stationires Verhalten
erzeugen kann.

Als Mefgingnal wird die Konzentration vom chemischen Reaktanden aufge-
zeichnet, die nicht-linear oszillieren. Diese Mefsignale sind einerseits mit geringem
Aufwand zu gewinnen, und geben andererseits reproduzierbare Oszillationen als
experimentelle Mefsignale der Metaboliten der Glycolyse.

4.1 Vorarbeiten

Die Konzentration eines Stoffwechsel-Produktes NADH war als Zeitreihe gegeben.
Sie war mit einer spektrophotometrischen Methode bestimmt worden.

Wie bei der bekannten Belousov-Zhabotinsky-Reaktion zeigen sich auch bei
diesem Experiment Oszillationen. Dieses Phinomen sollte untersucht werden. Die
gemessenen Daten waren auf einem VAX-System verfiigbar und konnten dort be-
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arbeitet werden. Die ersten Versuche wurden dort programmiert. Wegen Inkom-
patibilitdten zu anderen Systemen, Fehler in Compilern und &hnlichem ist UNIX
als System gewihlt worden. Fiir die Untersuchungen des Test-Systems wurde das
Programmpaket MLAB benutzt. MLAB hat den Vorzug, an gegebene Daten Dif-
ferentialgleichungen “fitten” zu konnen. MLAB war nur unter DOS verfiigbar und
durch einen Dongle geschiitzt. Die Programmierung der experimentellen Unter-
suchungen war aber in C unter UNIX umzusetzen. Auferdem waren Programme
notwendig die nur auf Windows-Systemen bereit gestellt werden konnten. Diesen
Vielzahl von Anwendungen war unter verschiedenen Betriebssystemen kompati-
bel zu machen. Dafiir war notwendige Hardware anzuschaffen. Auf dieser sind die
Systeme DOS, Windows OS2-Warp und Linux installiert worden.

In dem theoretischen Teil der Arbeit kann erkannt werden, daf ein wesentli-
cher Anteil der Berechnungen eine Vielzahl von miteinander verketteren Matrix-
operationen ist. Die C-Programmierung von mehr-dimensionalen Matrixoperatio-
nen birgt eine erhebliche Fehlerquelle. So kann die Vertauschung zweier Indizes
i und j durchaus drei Tage lang fiir Irritation sorgen. Dariiberhinaus war die
Integritit jeder entwickelten Routine mit Testprogrammen zu priifen.

Die effiziente Durchfiihrung der Untersuchungen ist in der Umgebung MAT-
LAB moglich. Im Gegensatz zu Programmen wie Mathematika, die auf Symbo-
lischen Ausdriicken operieren, ist MATLAB [Inc97] wie auch MLAB auf Matri-
xoperationen aufgebaut. MLAB kann zusétzlich noch assoziative Berechnungen
ausfiithren. Dies erleichtert die Programierarbeit, indem z.B. Differentialgleichun-
gen wie in der mathematischen Notation iiblich geschrieben werden und die ent-
sprechenden Assoziationen fiir die Zwischenschritte vom MLAB iibernommen
werden.

Da MLAB unter Linux weiter zu entwickeln nicht zu den priméren Zielen zihl-
te, haben wir davon Abstand genommen dieses gemeinsam mit dem Produzenten
zu tun.

Die Arbeitsgruppe von D. Donoho an dem Institut fiir Statistik der Stan-
ford University hat die Funktions-Bibliothek WaveLab [Don97| fiir MATLAB
entwickelt, dhnlich wie die “Numerical Recipes fiir C”. Die zu diesem Zeitpunkt
bereits vorhandenen C-Quellen sind fiir MATLAB umgeschrieben worden um
fortan auf diesem Standard weiter zuarbeiten.

Aus dem Umgang mit dem Programm Packet WaveLab ist im Laufe der Arbeit
eine Reihe von Vorstellungen und Ideen entwickelt worden, die in die Arbeit
eingeflossen sind. Andererseits hat diese Tétigkeit bei weitem den grofiten Teil
der Vorbereitungen bestimmt.

4.2 Mathematisches Test-System

Um ein System analytisch zu charakterisieren mufs zunéchst die Methode der
Analyse getestet werden. Andernfalls sind die gewonnenen Aussagen fraglich.
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Im Abschnitt 2.3 haben wir ein Stoffwechsel-Modell (2-3.32) als ein Netzwerk
aus Komponenten mit einer Connectivity formuliert. Diese chemische Reaktion
verlauft auf einem Limit-Zyklus. Albert Goldbeter [GL72| hat fiir diese Reaktion
ein mathematisches Modell entwickelt. Es bietet sich an das Goldbeter-Modell
als Test-System zu wihlen, da unterschiedliche vorteilhafte Aspekte genutzt wer-
den konnen. Einerseits ist dieses Modell in der Literatur etabliert, weil es die
Reaktions-Kinetik gut beschreibt. Andererseits soll nicht nur die Qualitit der
dynamischen Interpretation, sondern auch die der generalisierten Komponenten
und deren Connectivity aus einem gemessenen Signal konstruiert und bewertet
werden. Auch wire von der System-Topologie iiberpriifbar, ob sie mit den Ergeb-
nisse in 2.4.1 und 2.3 iibereinstimmt.

Das Limit-Zyklus Verhalten von Systemen ist eines der einfachsten nicht-
lineare und nicht—stationire Phinomene und kann zudem mit nur zwei Varia-
blen dargestellt werden. Viele Verfahren (- etwa zur Dimensions-Analyse oder
zum Bestimmen des Verhaltens des Lyapunov Exponenten beim Ubergang vom
stationéren in den nicht—stationdren Zustand —) sind am Limit-Zyklus getestet
worden [FAH95|, sodaf wir es mit einem sehr gut untersuchten Systemverhal-
ten zu tun haben. Wahrscheinlich werden wir keine neuen Erkenntnisse iiber das
Test-System gewinnen konnen. Dies haben wir auch nicht vor.

Im Gegenteil, die vorhandenen Ergebnisse werden spéter benutzt, um auf die
Qualitdt der Interpretation zuschliefen, die auf (3-3.86), also mit diskreten fra-
me’s W, ,(t) synthetisierte Mefswerte zuriick geht.

4.2.1 Berechnung des Modellmechanismus

Das Goldbeter-Modell fiir die Stoffwechsel-Reaktion war in Abschnitt 2.3
durch (2-3.32) gegeben.

dé, g

T —0(&1, &) + v i a©(&1,&) — k- & (4-2.1)
dabei ist die Reaktorfunktion ©
z a1&3 + a
(&, &) = e, - > 4-2.2
(€.2) o (az&1 + a4)&3 + (asé1 + aq) ( )
mit & = —& + 2.4, wobei die &, & und & dimensionslose Konzentrationen sind
e = 1077 a; = 0.0509 a4 = e,
v, = 0.2 as=9-10"* a5 =10"°
und k = —50 as =2-as ag = €401 (4-2.3)
a = —100

Das System ist im Phasenraum Abb. 4.11 charakterisiert worden.
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Das Modell (4-2.1) wird jetzt numerisch geldst. Fiir &1, &, & und & erge-
ben sich die in Abb.4.1 gezeigten Funktionen. In den Phasen-Diagramme ist in
Abb. 4.2 & gegen & und & gegen & aufgetragen.

70 0.2

0
-02
50 0.4
-06
-0.8

-1

20 -1.2
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400

100 200 300 400 o 100 200 300 400

Abbildung 4.1: Lésungen des Glycolyse Modells von Goldbeter 2-3.32 fiir die
Anfangsbedingungen &;(0) = 41.30 und &;(0) = 0.491 und den Parametersatz (4-
2.3). Links &; und & als Funktion von der Zeit; rechts & und &, als Funktion von
der Zeit

Die beiden Diagramme in Abb. 4.2 sehen sich dhnlich. Es handelt sich hier
um eine Relaxationsoszillation bei der &; die langsame Variable mit hoher Kon-
zentration (Folgevariable) und & die schnelle Variable (Steuervariable), die die
Konzentration &; regelt, ist. Sie hat daher nur eine wesentlich geringere Konzen-
tration. Sie wird deutlich, wenn ©(;,&;) in die Darstellung einer Enzymkinetik
umgeformt wird:

O6n8) = "5y (42.4)
&1

mit der maximalen Umsatzrate v,,, und der Michaelis Konstante K,

2 2
—e a’lé.Z + a2 KM — (a4€2 + a’6) (4_25)

“(asé3 + as) (a3&3 + as)

Die Gleichung fiir den Reaktor & = v —O(&1, &) besagt, dak die Komponente
&1 dem Reaktor mit der Rate v, zugefiihrt wird und im Reaktor enzymkataly-
siert mit der Rate ©(&y, &) umgesetzt wird, wobei die Rate ©(&1, &) durch die
Konzentration der Komponente & geregelt wird.

Da die Regelkomponente & in geringer Konzentration vorhanden ist, kann sie
sehr schnell reagieren, so dak sich ihr Verhalten, in der Anderung (Differential-
quotienten) der langsamen Komponente widerspiegelt. Das ist der Grund fiir die
Ahnlichkeit der beiden Diagramme.

Umax
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55 1 55

50 1 50
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40 E 40

351 1 351

301 1 301

Abbildung 4.2: Phasendiagramm: Links & gegen & und rechts & gegen 51. Die
Form des Limit-Zyklus ist in beiden Diagrammen gleich.

Die Abb. 4.1 zeigt, dafs 51 etwa proportional & ist, das heiftt die Differential-
gleichungen (4-2.1) approximieren ein Differentialgleichungssystem der Form 4-
3.45 wie es in Abbschnitt 4.3.4 beschrieben ist. Diese Approximation ist bei Rela-
xationsoszillationen hiufig zu finden und ermdglicht es, wie im Folgenden gezeigt,
eine gute Beschreibung des Systems zu erhalten.

Das Programm Domaene simuliert das System-Verhalten bzw. die Lésungen in
der Umgebung des singulidren Punktes und in den verschiedenen Doménen. Die
Dynamik des Modell-Systems ist somit charakterisiert.

Ermitteln fehlender Variabler

Fiir das Stoffwechsel-Modell ist nach 2.4.1 und 2.3 aus der Netzwerk-Formulierung
die dynamische Beschreibung in Form eines Differntialgleichungssysstems abge-
leitet worden. In Abschnitt 4.2.1 ist die Dynamik des Test-Systems in einem
Phasenraum &; gegen &; beschrieben. In diesem Fall war der vollstéindige Satz
der Variablen & und §Z gegeben. Ist durch Messung nur eine System-Variable
(entweder & oder &) zugdnglich, so kann das System trotzdem im Phasenraum
charakterisiert weden. Als beschreibende System-Variable konnen im Phasenraum
dann z.B. zeitliche Differentialquotienten verschiedener Ordnung gegeneinander
aufgetragen werden, daher sollte die Phasenraumdarstellung durch Integration
oder Differentation der gemessenen Variable konstruiert werden kénnen. Denn
die System-Variablen stehen im Phasenraum iiber diese Operationen (Transfor-
mationen) zueinander in Beziehung.

Die Dynamik des Test-Systems wird durch ein autonomes Differentialglei-
chungssystem erster Ordnung beschreiben. Wére es durch die Differentialglei-
chung n-ter Ordnung gegeben,so gibt es eine Transformation, die auf n Dgl-
en erster Ordnung fiihrt. Die beschreibenden Variablen des transformierten
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Gleichungs-Systems konnen dann wie gehabt gegeneinander aufgetragen werden
um eine Phasenraumdarstellung zu erhalten.

Da der vollsténdige Satz der beschreibenden System-Variablen nicht gegeben
ist, sondern nur eine Variable durch Messung zugénglich ist, wére die fehlende
Variable zu ermitteln.

Nach GIl. 3-1.27 ist unter bestimmten Voraussetzungen die transformierte f
eines Signals f bis auf einen Faktor zu der Ableitung von f proportional. Demnach
entspricht die inverse Transformation auf irgend eine Weise der Integration. An
dieser Stelle wird gezeigt das die fehlende System-Variable mit (3-1.4)

fls.t) = (¥, f) (4-2.6)

beschafft werden kann.

Dies lauft fiir diesen prinzipiellen und exemplarischen Fall lediglich darauf hin-
aus eine Ableitung zu bilden. Gegenstand spéterer Untersuchungen ist es dann
ein Kriterium zu entwickeln, mit dem beurteilt werden kann, ob durch f eine neue
beschreibende System-Variable erzeugt wurde und wir gut diese ist. Aufterdem
ist davon auszugehen, daf es nur in den seltensten Fillen gelingen wird durch
physikalische Messung die Information von genau einer System-Variable in einem
Signal zu formulieren. Es wird immer notwendig sein, die Signal-Information auf-
zufalten, mindestens aber von dem zu trennen was weitldufig als “Rauschen”
bezeichnet wird.

Folgevariable ¢ gemessen. Gesucht Steuervariable &: Mit (4-2.6) kann
E(s,t) = (1s4,&) berechnet werden, was nach (3-1.27) der Differentation ent-
spricht, also 5 (s,t) =~ fl. Dafiir wére ein geeigneter frame zu wihlen und das
entsprechende Integral auszuwerten. Statt dessen benutzen wir das rekursive Ver-
fahren (3-3.95), die Packet-Dekomposition mit Wavelets. Es wird das Schema
Abb. 4.3 erzeugt. Es handelt sich um die Baumstruktur von zueinander orthogo-
nalen Sub-Raum-Kaskaden. Aus dieser Zeit-Skalen-Ebene werden auf einer geeig-
neten Skala die nach (3-3.68) einander zugeordneten Signalkomponenten f aus
dem V-Raum und f aus dem Detail-Raum W entnommen (~ hier ist f = & und
f = €0 (b fiir berechnet) gesetzt— ).

In Abb. 4.4 ist die gegebenen Variable £; und die berechnetet Variable f?, und
die Abweichung 5? von & dargestellt. Auch der Vergleich mit Abb. 4.1 zeigt bis
auf einen Faktor eine gute Ubereinstimmung zwischen der aus & bestimmten 5?
und dem tatséchlichen Verlauf von &,.

Steuervariable &, gemessen. Gesucht Folgevariable &, Der direkte Weg ¢
aus & zu berechnen, ist die kumulierte Summe pro mittlerem Zuwachs fiir jedes
Mefs-Intervall zu bilden (entspricht dem MATLAB Befehl cumsum). Die Summe
variiert mit dem Mefs-Intervall und wird iiber der Zeitachse aufgetragen. Die
Funktion &% ist bis auf einen Faktor dem Original &; sehr dhnlich. In Abb. 4.5
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Abbildung 4.3: Zeit Skalen Ebene erzeugt durch die Packet-Dekomposition des
Signals &; mit Haar Wavelets von Abb. 4.1 durch das Programm WPAnalysis von
WaveLab

ist das Original Signal £; und die synthetisierte bzw. transformierte Funktion &£?
gezeigt.
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Abbildung 4.4: oben: Originalwerte der Folgevariable &, in der Mitte berechnete
Werte fiir die Steuervariable &5 ~ £, unten Abweichung zwischen tatséchlichem
&, und berechneten Werten fiir &5

Um diese Operation auch in einem Zeit-Skalen Intervall ausfithren zu kon-
nen wird in der von (3-3.95) erzeugten Sub-Raum Struktur operiert. Auf einer
festgelegten Skala wird der im W-Raum enthaltene Signal-Anteil durch die zu
integrierende Funktion ersetzt. Da der DownSampel Operator (3-3.78) genutzt
werden kann um die Signalkomponente in den W-Raum zu bringen, wird der Up-
Sampel Operator eingesetzt um umgekehrt eine Funktion aus dem W-Raum in
den V-Raum zu bringen. So kann eine inverse Transformation realisiert werden.
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Dafiir wird das gegebene und zu integrierende Signal in genau dem W,,,-Sub-Raum
einer gewahlten Skala m eingefiigt, in dem sich eigentlich das erste Differential
des Signals befinden sollte und anschliefsend der UpSample Operator benutzt um
eine Funktion im Vp-Raum zu konstruieren. Dies ist mit & gemacht und ein &
synthetisiert worden.
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Abbildung 4.5: oben Originalwerte der Steuervariable {;; Mitte berechnete Werte
fiir die Folgevariable &5, unten berechnete Werte &5
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Abbildung 4.6: Vergleich der Kurvenverlaufe fiir &, & und 52. Links Originalwer-
te der Losung des Differentialgleichungssystems (4-2.1); Mitte Steuervariable &,
gegeben, & und &, ermittelt; Rechts Folgevariable & gegeben, & und &; ermittelt.

4.2.2 Phasendiagramm Vergleiche

Das Phasenportrait des Test-Systems fiir den differenzierenden Weg mit gegebe-
nem & und berechnetem &5 und dem integrierende Weg mit gegebenem & und
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berechnetem &% in Abb. 4.7 gezeigt. Der Vergleich mit Abb. 4.2 zeigt, daf es
grundsétzlich moglich ist die System-Dynamik mit den berechneten Variablen zu
charakterisieren.

Es wird daher im folgenden der Versuch unternommen, die Nullklinen soweit
wie moglich zu bestimmen.

Relaxationsoszillationen erlauben Néherungen fiir die Nullklinen fl = 0 und
€& = 0 zu ermitteln. Dazu nimmt man an, daR sich die Gleichungen (4-2.1)
folgendermafsen schreiben lassen:

5:1 =ap - (fi(&) —&)" =0 (£2.7)
=0 (fa(§2) — &)™ =0

Fiir den Fall & = 0 ist dann oq(£1, &) eine entweder positiv oder negativ
definierte Funktion und & < 0, & < 0.

Die Nullklinen sind dann die Funktionen & = f1(&;) und & = f2(&). Da im
Phasendiagramm fiir jeden Wert & mehrere Werte &, gefunden werden kénnen
und speziell auf z.B. dem Limit-Zyklus zu einem &; zwei & gehoren, fiir die gilt:

éll = aq1 - (f1(§1) — &a1)™ =0 (42.8)
§12 = g~ (f1(&1) = €22)"2 =0

Aus derem Verhaltnis

i _ oz~ (fil&) = &)™
&n o (fil&) —&a)m

erhalt man unter der Annahme o5 = a7 und ny;; = nye = 1 eine erste

Néherung fiir die Nullkline f;(&;).

(4-2.9)

~ 512§21 - §11€22

4-2.10
fl (61) 512 - 611 ( )
und
~ 512 - é:ll _
041(51) ~ 7522 _ 521. (4 211)

Entsprechendes gilt fiir die Nullkline f5(&3).

In Abb. 4.7 ist das Ergebnis dieser Ndherung dargestellt und mit dem ver-
glichen, das erhalten wird, wenn nur ein Mefsignal verfiigbar ist und die zweite
Variable iiber die zuvor beschriebenen Wege ermittelt worden ist. Der Verlauf der
Nullklinen weicht von dem theoretischen in Abb. 4.7 ab. Dies ist darin begriindet,
das die Berechnung der synthetisierten Funktion auf Operationen (Integration
oder Differentation) zuriick geht, die auf einer groberen bzw. tieferen Skala oder
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feineren bzw. hoheren Skala der Packet-Dekomposition, ausgefiihrt werden kann.
Wenn wie im konkreten Fall die Skala des DownSampel-Niveau 2 (— entspricht der
zweifachen Anwendung des DownSampel Operators —), wird das Signal mit einer
Auflésung dargestellt, die um einen relevanten Faktor kleiner ist als das Original.
Deshalb stehen auf der groberen Skala weniger Mefwerte fiir die effektive Be-
rechnung zur Verfiigung. In kritischen Intervallen des Phasendiagramms, in den
schon im Original wenige Mefwerte enthalten sind, kdnnen auf einer groberen
Skala iiberhaupt keine Werte mehr enthalten sein.

Der Umweg iiber die Berechnung auf einer anderen Skala hat einen einfachen
Grund. Die Ergebnisse zeigen: Ein nicht-differenzierbares Signal kann auf einer
bestimmen Skala mit anderer Auflésung durchaus differenziert werden. Deshalb
wird das Signal auf eine geeignete Skala transformiert, die Operation (Differenta-
tion oder Integration) ausgefiihrt und das Ergebnis anschliefend auf der Original-
Skala synthetisiert.

4.2.3 Reaktor Sicht

Das Test-System beschreibt die Dynamik eines “continous stired tank reactor”
(CSTR). In Abschnitt 2.3.1 ist der chemische Reaktor als offenes System charak-
terisiert, das iiber den Fluf als Parameter in die Umgebung eingebunden ist. Das
analysierte Signal konnte demnach zu einem Teil durch die System-Umgebung
bestimmt sein, sodaf die Analyse des offenen Systems nicht moglich wére.

Wir zeigen nun fiir den theoretischen Fall, daf sich der Fluft separieren lafst
und nur das System einen Beitrag zu dem gemessenen Signal liefert und somit
auch nur analysiert wird. Das System wird durch die Reaktorfunktion charakte-
risiert, die eine Fliche im Raum ©(&;, &) 4-2.2 darstellt.

Sind & und &; sowie fl und ég als Losungen des Differtialgleichungssystems (4-
2.1) bekannt, so ergibt sich aus den Gleichungssystemen 4.2.1 ein lineares Glei-
chungssystem fiir die Parameter v,, ,k und a, indem die Differenz der beiden
Differentialgleichungen gebildet wird:

aitéb=v.—k& (4-2.12)
oder verallgemeinert sollte zu jedem Zeitpunkt ¢ die lineare Relation gelten:
by &1(t) + by &a(t) + b &a(t) +ba &a(t) = 1 (4-2.13)

aus denen die b; i = (1...4) bestimmt werden konnen. Halt man die fiir das
mathematische Modell bestimmten Parameter b; fest und setzt die Werte &; und 51
mit ¢ = (1...2) fiir alle Zeiten ein, so laft sich testen, wie gut Gleichung (4-2.12)
erfiillt ist. Abb.4.8 zeigt, daf Gleichung (4-2.13) fiir das mathematische Modell
sehr gut erfiillt ist. Auch die theoretischen Werte fiir v,,,k und a werden aus
Gleichung (4-2.12) erhalten. Kennt man v, lassen sich fiir die &, & die Werte
der Reaktorfunktion © aus ©(&;, &) = 51 — v;, bestimmen. Insbesondere hat
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Abbildung 4.7: Phasendiagramme vom Limit-Zyklus und Nullklinen fiir das ma-
thematischen Test-System. Links oben von den Original-Daten 51 = 0und fg = 0.
Rechts oben Nullklinen ermittelt nach der Approximation 4-2.7. Unten Phasen-
diagramme des Limit-Zyklus ermittelt aus nur einer Variable und der Nullklinen
approximiert nach 4-2.7. Links unten aus &; (integrativ), aus & (differentiell).

die Nullkline £, = 0 die Gleichung ©(&;,&) = —wv,, und die Nullkline & = 0
die Gleichung ©(&1,&) = £&. Damit stellen sich die Nullklinen nunmehr als
Schnittlinienprojektion der Flache ©(&;, &) mit den Flichen ©; = —v,, und O, =
Sgg auf die &1, &-Ebene dar.

Die Berechnungen zu Abb. 4.9 werden mit dem Programm Flux ausgefiihrt.
Der Vergleich zwischen dem Signal Fluf und dem des Reaktors von dem der Fluf
separiert wurde ist in Abb. 4.8 gezeigt.

4.3 Experimentelles Test-System

Gegenstand der Untersuchung ist hier nicht die chemische Reaktion als solches.
Es wird nun vielmehr gezeigt, dal die Berechnungen fiir das Test-System auch
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Abbildung 4.8: Abweichung der Gleichung 4-2.12 als Funktion der Zeit.

mit verrauschten Mefwerten zu dquivalenten Ergebnissen wie im mathematischen
Fall fithren. Es ist im Experiment &; durch Messung verfiigbar und & ist zu
ermitteln. Dies entspricht dem differenzierenden Weg in Abschnitt 4.2.1. Wie
oben wird die Phasendarstellung iiber gleiche Berechnungen konstruiert wie sie
fiir das mathematische Test-System Anwendung fanden.

Die Berechnungen der experimentellen Zeitreihe werden nun mit dem ver-
rauschten Mefswerten durchgefiihrt. Im Abschnitt 4.4 ist gezeigt, wie Rauschen
im Phasenraum als Koeffizientenmenge formuliert wird. Diese Aufteilung ist auf
das gewidhlten Mafkriterium zuriickzufiihren. Spater wird ein Mafkriterium ent-
wickelt um das Signal in mehrere Bestandteile zu zerlegen. Bis zu diesem Punkt
bleibt die gesamte Signalinformation (— auch die mit dem Verfahren “Basis Pur-
suit” unter der {!-Norm abgetrennt werden wiirde —) erhalten. Denn es ist anzu-
nehmen, daf verschiedene Mafkriterien auch zu verschiedenen Rauschspektren
fiihren. Wiirden wir schon zu Beginn der Analyse einen betrichtlichen Teil der
Signalinformation mit “Basis Pursuit” vernichten, wére die Aussage der anschlie-
fsenden Analyse um so fraglicher.

4.3.1 Experimentelles Modell

Dem experimentellen Test-System liegt ein chemisches Experiment zugrunde. In
diesem Experiment konnen die Konzentrationen der Systemvariablen £p (Kon-
zentrationen von Ce™ photometrisch) und &g (Konzentration von Br~ als Elek-
trodenpotential) gemessen werden.

Die Messung ergibt fiir {p und &g den Verlauf von Abb. 4.10.

Die Umgebung der singuldren Punktes mit der Losungs-Schar, die auf den
Grenz-Zyklus zulauft ist in Abb. 4.11 gezeigt.

Die Kurvenform der gemessenen Systemvariablen ist der des theoretischen
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Abbildung 4.9: Reaktorfunktion ©(&;, &) und Nullklinen des mathematischen
Test-Systems. Link oben: Berechnete Nullklinen. Rechts oben: Draufsicht auf die
dreidimensionale Fliche der Reaktorfunktion. Limit-Zyklus und Nullkinen die in
dieser Flache liegen sind eingezeichnet. Links unten: Reaktorfunktion mit einge-
zeichnetem Limit-Zyklus (rot). Recht unten: Reaktorfunktion mit eingezeichne-
tem Limit-Zyklus (rot) und Nullklinen (wie links oben magenta und griin)

Modells qualitativ dhnlich, die charakteristischen Auspragungen z.B. der Schalt-
stellen der Steuervariablen lassen sich erkennen. Werden die Variablen in einem
Phasendiagramm gegeneinander aufgetragen, so erhélt man die experimentell be-
stimmte Losungs-Schar der Abb. 4.11, in der Nullklinen unschwer durch Verbin-
dungen der Trajektorienpunkte an denen &5 = 0 bzw. £p = 0 ist, zu finden sind.
Der Fall, daf die Folgevariable gemessen wurde, wird in den Abschnitten 4.3.5
fiir eine hoher aufgeloste Mefreihe als in Abb. 4.13 detailliert behandelt als in
Abb. 4.10.
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Abbildung 4.10: Experimentell bestimmte Konzentrationen von {g (Konzentrati-
on von Br~ (oben) und Ce*" photometrisch [Gei74]) (unten)

Abbildung 4.11: Phasendiagramme des experimentellen Modellsystems [Gei74].
(Links) Dargestellt ist das Photometersignal von Ce'™ gegen das Elektrodenpo-
tential an einer Br— anzeigende Silberelektrode. (Rechts) mathemathisches Mo-
dellsystem dargestellt sind die Variablen & und &, der Differentialgleichung (4-
2.1). In beiden Féllen ist der Limit-Zyklus als geschlossene Bahnkurve zu erken-
nen.

4.3.2 Differential eines kontinuierlichen Signals:
Kommutator-Relation

Die Multiresolution Analyse kann nicht nur ein Signal approximieren, sondern
auch dessen Ableitungen [Chu92|. In diesem Abschnitt zeigen wir wie eine Dif-
ferentialgleichung konstruiert wird, die das Signal als Losung besitzt. Auferdem
wird die Packet-Zerlegung benutzt um das Signal mit einem Satz aus Taylor-
Polynomen zu approximieren. Dabei kommt eine zentrale Eigenschaft zur An-
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wendung. Unter bestimmten Umsténden approximieren Packets von (3-3.103) das
Differential des Signals. Exemplarisch analysieren wir die Wirkungsweise von (3-
3.103) fiir den einfachsten Fall.

Sei f ein Signal welches in n dquidistanten Zeitintervallen ¢; gemessen ist und
Mefwerte f;, 7 = 1...n liefert. Dann kann das Signal approximiert werden durch:

n

ft) =2 fi®i(t) (4-3.14)

=1

wobei die Funktionen

Dio(t) = ! ﬁir(i_%)<t§<ti+%) und At:M
0 sonst 5

der Skalenfunktionen (3-3.47) im einfachsten Fall entspricht. Das Signal kann wie
mit (3-3.87) nun in zwei additive Terme zerlegt werden,

SIE

ft) = ; {w%(t)} + Zl {%%(ﬂ} (4-3.15)

wobei n is eine natiirliche Zahl ist (4-3.16)

wobei der erste der Mittelwert iiber jeweils zwei sukzessive Mefwerte und der
zweite aus der Differenz beider Werte besteht. Die neuen Funktionen entspre-
chen (3-3.47) und (3-3.86):

i1 = D210 + D20 Vi1 = =210 + G20 (4-3.17)

Die Funktion v separiert Details von dem Signal ab. Die Koeffizienten im Detail-
Term approximieren das Differential nach ¢ des Signals um so besser, je kleiner
das Messintervall At gewihlt ist (siehe auch (3-1.27)):

. fi+1 - fl df
Aliino (Tt . — o (4—3.18)

Dabei ist vorausgesetzt, das die Ableitung existiert. Gleichung (4-3.18) ist nicht
notwendigerweise giiltig wenn die Werte f; Rauschen darstellen. Dennoch bleibt
Gleichung (4-3.15) mit der mittelnden bzw. differenzierenden Operation auch fiir
verrauschte Mefwerte giiltig (- vergleiche (3-3.59 ) und (3-3.81) -).

Das Verfahren wird rekursiv auf die gemittelten und differenzierten Teile an-
gewendet womit sich das Signal wie folgt formuliert:
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£t) :i% (fi—?)‘;‘fi—Q n fi- 1+fz> ot )-I—

1 (fis—fia  fia—f
+Z§< T >¢z2(t)+

1 (fics+fice ficit+fi
5 (Tt -

1 3 — Ji- i-1— Ji
L (Jea s e g

1

.
I

-

1

A

(4-3.19)
wobei n =4 - m und m eine positive Zahl. Auferdem gilt:
iz = @211+ Gin (4-3.20) Viy = —doi11+di1  (4-3.22)
%22 = P11+ Yis (4-3.21) ?2 = —tyi11+ i1 (4-3.23)

Wir fiithren hier explizit einen mittelnden Operator a und einen differenzierenden
Operator d ein. Diese kdnnen sich in ihren Eigenschaften von den Laurent-
Polynomen A(T") und ¢g(7") unterscheiden. Die Koeffizienten in der obigen Summe
werden durch diese Operationen generiert.

PO =32 a) i dalt) + 3 (0-0) fevhlo (1-3.21)
+i( d) fi-Uh(t) + i(d d) fi - vi(t) (4-3.25)

1

s
I
A
.
I

Nun gibt es in Gleichung (4-3.18) zwei Moglichkeiten Approximationen der Ab-
leitung von f zu erhalten. Einmal indem die mittelnde Operation auf die differen-
zierende (d- @), und einandermal in umgekehrter Reihenfolge die differenzierende
auf die mittelnde Operation (a - cZ) angewendet wird. Der Unterschied zwischen
dem zweiten und dritten Term in (4-3.19) gibt:

(d-a)fu — (a-d)fa = friez — fais (4-3.26)
wobei i = 1..m (4-3.27)

In (4-3.19) sind die neuen Koeffizienten immer aus vier aufeinander folgenden
Werten f; berechnet. Der Einfachheit halber seien die ersten vier Werte t;,
(¢ = 1..4) verwandt. Fiir die differenzierende und mittelnde Operation in 4-3.26
ergibt sich fiir die korrespondierenden Intervalle aus (4-3.19). In Abb. 4.12 ist
dies veranschaulicht.
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i-d _ o Lifa—fs fo—h
N eyt (MR g (4328
d-a faths _fath Lifa—fe [ Js—h
= S E—— =_ 4-3.29
DAL ZEE 2 ( oAl | oAl (4-3.29)
L—f -5

= 4-3.30
ts — 1y At ( )

Fiir den Grenzwert At — 0 gehen die Gleichungen (4-3.28) — (4-3.30) in das
Differential nach ¢ im Intervall ¢; bis 4 iiber. Fiir Gleichung 4-3.26 lautet der
Grenzwert At — 0:

_

. (d-a, a-d, Af df
A%%(Efz_ﬂf“At)_)(Q%) T i

oder wenn f3 — fo als differenzierende Operation betrachtet wird, die im Index
um eins verschoben ist, lautet der Grenzwert:

_ 4
o

(4-3.31)

A ~ ~

d-a—a-d=d (4-3.32)

Diese Tatsache kann so interpretiert werden, daf a invariant gegen d ist.

Die Anwendung der differenzierenden und mittelnden Operation auf die Ko-
effizienten von (4-3.19) erzeugt die nichsthohere Ordnung des Signals auf einer
groberen Skala. Deshalb ergeben die Ausdriicke fiir mehrfaches mitteln und dif-
ferenzieren:

d-a-d-a (4-3.33)

Durch Einsetzen von( 4-3.24) in (4-3.33) und Umformen wird die mittelnde Ope-
ration nach links geschoben.

~ A~

d-a-d-a = (a-d+d)- (a-d+d) (4-3.34)
erhilt man nach einigen Schitten:
= (a-a+3-a+2)-d-d
(4-3.35)

Fiir den Grenzwert At — 0 (einer infinitisimal dichten Zeitreihe) reduziert sich
die mittelnde Operation zu einer Konstante k.

o (d-a-d-a d (d
Jim, (W) =k (a) (4-3.36)
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Entsprechendes gilt fiir andere Ausdriicke. Dies fiihrt auf die

Aussage (I)

Sei der eindeutige Grenzwert fiir At — 0 von einer Sequenz aus differenzierenden
und mittelnden Operationen auf gleichmdfSig dicht verteilten Werten in der Zeit t
existent. Dann ist der Grenzwert Proportional zu dem Differentialquotient n-ter
Ordnung im dem Intervall, auf den die Sequenz aus differenzierenden und mit-
telnden Operationen wirkt. Dabei ist n die Zahl der differenzierenden Operationen
in der Sequenz.

Die Aussage (I) kann durch Integration des Beispiels in (4-3.19) bis (4-3.36)
verifiziert werden.

Da bei der Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe (Taylor-Reihe)
deren Koeffizienten aus den Ableitungen an der Entwicklungsstelle gebildet wer-
den, konnen Approximationen der Koeffizienten aus den Differentialoperationen
des Signals erhalten werden.

In einem Intervall, in dem eine mittelnde Operation a und eine differenzierende
Operation d vereint wird, lautet die Taylor-Reihe

to; — toj_
Y = Ym+ o) (t—tm) bei tn= % (4-3.37)
hat die Koeffizienten:
i—f2i—1)
. (foi + fai-1) 1 - Uzizfoiz1)
Y af, 5 und  y,, f. A7
wobei i =1,2,..., 5
Bei einer Potenz von zwei ergibt sich das Polynom zu
. (2) )
Y= YU (= t) + (1) (1) (4-3.38)

wobei €(t) is the residual term

Die mittelnden und differenzierenden Operationen erzeugen die Koeffizienten (—
siehe (4-3.28), (4-3.29) und (4-3.35) -) fiir ad, da und dd und entsprechend das
arithmetische Mittel (aa) - f. Dabei ist im letzteren Fall y,, und y? eindeutig
definiert. Es gibt zwei Moglichkeiten y(!) zu approximieren, mit da und mit ad.

Also liefert (4-3.30) (— oder generell (4-3.32) -) y1) was die bessere Appro-
ximation von y{!) sein diirfte, da die Ableitung zwischen t, und t5 bei einem
kleineren Abstand zu t,, bewertet wird (siehe Abb. 4.12) und Gleichungen (4-
3.28) bis (4-3.30).

Dies weist Gleichung (4-3.32) eine zusiitzliche Bedeutung zu, weil ad — da eine
gute Approximation von y{!) ist. Wenn die Taylor-Reihe zu héheren Ordnungen
erweitert wird, wiichst die Uberbewertung der Koeffizienten von mittelnden und
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differenzierenden Operationen mit wachender Ordnung der DownSampel Opera-
tionen.

Eine Fehlerabschitzung des Term e(¢) erhdlt man indem bei ¢ die Differenz
zwischen y (4-3.38) und dem Signalwert f bestimmt wird, also zwischen ¢; und
t, in dem Schema von Abb. 4.12.

Im dem Grenzwert, bei dem daf, da und d alle proportional zu dem Differen-
tialquotient sind sollte () vernachléssigbar klein werden.

Wihlt man eine nicht normalisierte Basis z.B. indem v}, in (4-3.24) durch
2 * 1jy ersetzt wird, bekommt man fiir (4-3.32) eine Berechnungs-Vorschrift d-
a—a-d=0.
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Abbildung 4.12: Schema fiir die Approximation eines Signals durch eine Potenz-
reihe von wachsender Ordnung. Gezeigt sind vier aufeinanderfolgende Werte des
Signals bei t, bis t, und als gestrichelte Linie die Werte die durch die mittelnde
Operation a und aa zu den korrespondierenden Werten t.

4.3.3 Multi-resolution Analysis (MRA) mit Haar Wavelets
als Basis

Wie oben eingefiihrt zerlegt die Multiresolution Analyse das Signal f in ein herr-
unter skaliertes Signal und ein separiertes Detail (- siehe (4-3.15) und 3-3.94))
d.h.

f=(a+df=a f+d-f (4-3.39)

wobei die Operationen @ und d im vorhergehenden Abschnitt definiert sind. Die
wiederholte Anwendung fithrt auf (- vergleiche (3-3.102) -)
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fo= (a+d)-a-
= (a-a+d-a A~J+c§~d)~f (4-3.40)

Diese Prozedur kann solange wiederholt werden, bis alle Daten von f aufge-
braucht sind. Fiir die dritte Rekursion ergibt sich z.B.

Qn
Qn

f=(-a-a + a-a-d+a-d-a+d-d-a+-
+ a-a-d+d-a-d+a-d- d+c2 d-d)-f (4-3.41)

Die Aussage(I) auf das so zerlegte Signal angewendet ergibt:

1. das gemittelte DownSampel Signal
(G-a-a)-f

2. Details mit einem leferentlalquoment erster Ordnung als Grenzwert
(G6-a-d+a-d-a+a-a-d)-f

3. Details mit einem Differentialquotient zweiter Ordnung als Grenzwert
(d-d-a+d-a-d+a-d-d)-f

4. Details mit einem Differentialquotient dritter Ordnung als Grenzwert
(d-d-d)-f

Aussage (I) fordert fiir die Details in (2): Im Grenzwert At — 0 sollten sie
zueinander proportional sein und auch zu dem ersten Differentialquotienten des
Signals, wenn die Mefpunkte ausreichend dicht liegen.

(G-a-d)-feki(a-d-a) feko(a-a-d)-foky- Z]; (4-3.42)

wobei k; Proportionalititsfaktoren sind

Das gleiche gilt fiir die Differentialquotienten zweiter Ordnung d.h.

(CZ d- a)- f~ k3(d'd'd)'f’\“ ka(a - ) f >~ kaa- at <ZZ> (4-3.43)

Jedes DownSampel Niveau des Signals zeigt Approximationen seiner Ablei-
tungen in Abhingigkeit von den Mefkdaten und der Skala. Ein Detail der Zer-
legung, auch als Packet bezeichnet, kann durch die generierende Sequenz aus
mittelnden und differenzierenden Operationen identifiziert werden. In (4-3.41)
ist aad der Name des Packets (aad) - f.
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4.3.4 Differential-Gleichungs-System mit der MRA kon-
struiert

Da die Details der MRA als Approximationen der Ableitungen des Signals f
betrachtet werden, kann ein Differentialgleichungssystem konstruiert werden fiir
welches das Signal eine Losung ist.

F(£,0,02,08,---,00) =0 (4-3.44)

wobei F eine Funktion ist und 07" die Ableitung der Ordnung m von f nach der
Zeit t (bzw. nach der Mess-Reighenfolge) sind. Die Differentialgleichung (4-3.44)
der Ordnung m kann in ein System von Differentialgleichungen niederer Ordnung
iiberfithrt werden. Dabei ist die Funktion F' auf das Intervall der DownSampel-
Niveau beschréankt.

68 = S
(931 = S9
8sm_z = Sm-—1
8:1 = S(f7 81,82, Smfl) (4-345)

wobei die Funktion f aus Gleichung (4-3.44) durch auflésen nach 07" erhalten
wird. O, ist die Ableitung von s; nach der Zeit.

Das Signal f definiert eine Kurve in einem Hyper-Raum, der durch s; und
f aufgespannt wird. Dabei liegt das Signal auf in einer Hyperebene & dieses
Raumes. Die Kurve ist nur auf dieser Ebene S durch die Punkte (Ableitungen)
{fi} bei jedem t; definiert. Abgesehen von dieser Bedingung kann S frei gewihlt
werden. Die Hyperebene f (4-3.45) kann nun ihrerseits durch frames in einem
m + 1 dimensionalen Raum approximiert werden, wobei die Werte der Funktion
S Koeffizienten der frames 3-3.86 sind.

4.3.5 Experimentelle Uberpriifung der Analyse

Um die obige Analyse zu verifizieren wird die Methode auf das Signal aus
Abb. 4.13 angewendet.

Die Zerlegung des Signals wird fiir alle DownSampel-Niveaus und alle mogli-
chen Sequenzen aus den Operationen a und d berechnet.
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Abbildung 4.13: Spektralphotometrische Messung der Konzentration des gelben
Ions Ce** iiber die Zeit von einem chemischen Reaktion das nicht-lineare Oszil-
lationen zeigt. Die Messung wird als Test-Signal fiir die Analyse. Die Messung
ist durch ein Voltmeter digitalisiert, das eine Empfindlichkeit von +0,1 mV auf
einem Skalenbereich von £200 mV hat. Das Signal ist zumindest auf dieser Skala
verrauscht.

Abbildung 4.14: Phasen-Portrait von verschiedenen Niveaus (3,4 und 8) des
DownSampels in der Multiresolution Analyse. Das gemittelte Signal f horizontal
gegen das gemittelte Signal auf der vertikalen Achse, suf das die differenzierende
Operation einmal angewendet wurde. Auf dem DownSampel-Niveau 8 (rechtes
Bild), ist das Rauschen so weit gefiltert das der Limit-Zyklus als geschlossene
Kurve sichtbar wird.

In Abb. 4.14 ist ein Phasen-Portrait von Ausgesuchten Skalen gezeigt, die
Wirkung Rauschen auf die Operation d hat. Beginnend mit dem Niveau fiinf
approximiert d den Differential-Quotient von f nach ¢. Auf Niveaus die grofer
als neun sind werden die Intervalle zu breit, sodaf keine brauchbaren Appro-
ximationen entstehen. Deshalb wird erwartet, dall die Aussage (I) nur in einem
Skalenbereich gilt wo die Approximation der Differentialquotienten brauchbar ist.
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Abbildung 4.15: Priifung der Aussage (I)auf dem DownSampel-Niveau 2 und 8,
daf die mittelnde Operation a die differenzierende Operation d invariant lift. Auf
DownSampel-Niveau 2 ist die Aussage (I) wegen Rauschen nicht giiltig, wohinge-
gen sie auf Niveau 8 recht gut erfiillt ist. Die durchgezogene Linie reprasentiert die
zu erwartende theoretische Kurve fiir das experimentelle Signal. In Bild (a) sind
d1e Packets ad gegen di gezeichnet, in Bild ( b) add&d&dd in Bild (c) aaadaaaa,

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

In Abb. 4.15 ist eine Auswahl von Packets gegeneinander aufgetragen. Sie sind
jeweils von der gleichen Ordnung der Differentialoperation dy. Auf dem Niveau 2,
auf dem Operationen gleicher Ordnung zum ersten mal mehrfach auftreten, ist das
Signal zu verrauscht um ein Differentialquotienten zu approximieren 4.15(a). Auf
Niveau 8 (b bis b) gibt es eine gute Korrelation zwischen den unterschiedlichen
Packets erster Ordnung je nachdem an welcher Stelle d auf G wirkt. Je eher d
ausgefiihrt wird, desto stérker sind die Punkte gestreut.

Erwiesener mafen hingt die Korrelation von der Art des Rauschens ab. In
Abb. 4.15(e) und (f) sind die Bezichungen fiir die Differentialkoeffizienten zweiter
und dritter Ordnung gezeigt. Da diese Ableitungen nur noch aus wenigen peaks
bestehen und meistens nahe Null sind wird nicht erwartet einen Korrelation zu
erhalten, denn ihr Verhalten ist in der Ndhe der Peaks sehr kritisch.

Wie erwartet wird die Korrelation der Packets um so schwicher je mehr d
Operationen beteiligt sind (vergleiche 4.15(d) bis (f)). Die durchgezogenen Gera-
de gibt die theoretische Beziehung zwischen den Packets gleicher Differentialord-
nung an. Fiir einige Packets ist diese Beziehung selbst mit den experimentellen
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MeRwerten gut erfiillt. Die Giite der realisierten Beziehung (verglichen mit dem
theoretischen soll) kann als Maf fiir die Giite der Approximation des korrespon-
dierenden Differentialquotienten genutzt werden. Solle die theoretisch Beziehung
in einem Zeitintervall durch Mefswerte erfiillt sein, dann kommutieren die Opera-
tionen @ und d und stellen eine bestimmte Beziehung zwischen den frames her.
Diese Kommutator-Bedingung richtet die frames zueinander aus.

Das Signal kann aus einem Satz spezifisch ausgewdhlter Packets oder durch
alle Packets eines Niveaus synthetisiert werden. Das erlaubt uns das Spektrum in
Form der Packets zu manipulieren und das Signal anschliefend zu synthetisieren.
In diesem Fall werden wir erzwingen, daf alle Packets der gleichen Differential-
ordnung die Kommutator-Bedingung (4-3.32) erfiillen. Die Packets wiirden die
theoretische Beziehung in 4.15 realisieren und sich damit den Differentialquoti-
enten niahern. Dies kann erzwungen werden, indem wie in Abb. 4.15 die Packet-
koeffizienten derart manipuliert werden, das die Punktwolken in (b) bis (d) auf
die Gerade riicken.

Diese Behandlung lassen wir z.B. in Abb. 4.15 jeweils den Packets

A
AAAAAAAAAAAAA

adadaaaa , asadacad und  aadaadaa et (4-3.46)
mit der gleichen Anzahl differenzierender Schritte zukommen. Dann sollte Aus-
sage (I) erfiillt sein. Trotzdem muf die Abzisse noch definiert werden. Man kann

A
AAAAAAA

andere Vergleiche zu wéhlen z.B mit einem gewichteten Mittelwert aller Packets
einer Differentialordnung. Als Gewicht sei der Faktor k aus Gleichung (4-3.42)
gewahlt. In Abb. 4.16 sind die gewichteten Mittelwerte der Packets der gleichen
Ordnung benutzt.

Die Synthese eines Signals aus MRA Packets ist ein wirkungsvolles Werk-
zeug mit dem das Signal sehr spezifisch Modifiziert werden oder auch bestimmte
Charakteristika extrahiert werden konnen. In dem gegenwértigen Fall sind die
Packets eines DownSampel-Niveaus derart manipuliert, das Aussage(I) erfiillt
sein sollte und die modifizierten Packets approximieren die Differentialquotien-
ten. Die Synthese erzeugt aus der so manipulierten Packets das Signal, solange
die Modifikation klein ist.

In Abb. 4.16 zeigen das obere und untere linke Bild die Synthese-Ergebnisse
fiir zwei ausgewihlte Niveaus (einmal Niveau 8 und das tiefste Niveau 13 mit
der grobsten Skala), auf denen die Packets modifiziert wurden. Die Synthese auf
Niveau 8 (Bild oben rechts) erzeugt das Originalsignal Abb. 4.13. Die Packet
Manipulation beeintrachtigt offensichtlich nicht die Synthese. Der Unterschied
zwischen beiden ist im Bild oben rechts gezeigt, und betragt etwa~ 1% und wird
hier als Rauschen bezeichnet. Wenn auf dem untersten Niveau die Aussage (I)
erzwungen wird, ist das Signal normalerweise zerstort. Dies kann in dem linken
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Abbildung 4.16: Synthetisiertes Signal aus modifizierten MRA Packets und der
Unterschied zum Original-Signal von Abb. 4.13. Obere Bilder: Aus Niveau 8 ist
Aussage (1) fiir alle Packets erzwungen worden, indem der gewichtete Mittelwert
als Referenz fiir alle Packets der gleichen Differential-Ordnung gesetzt wurde.
Untere Bilder: An Stelle von Niveau 8 ist das tiefste Niveau 13 gewahlt worden.

unteren Bild von Abb. 4.16 gesehen werden. Es gibt Bereiche, in denen sich die
hoheren Ableitungen kritisch verhalten. Der Unterschied zwischen dem Syntheti-
sierten und dem Original (siehe Bild rechts unten) ist in diesem Fall betréichtlich.

Die Konstruktion eines Differentialgleichungssystems, welches das Signal als
Losung hat kann im gegenwértigen Fall vereinfacht werden, weil die Dimension
(Ordnung) der Differentialgleichung als zwei angenommen werden darf. Anderer-
seits entstehen Schwierigkeiten in Bereichen scharfer Verwerfungen, da der erste
Differentialquotient eine rechteckige Kurve der zweite und hohere Peaks erzeugen.
Dennoch zeigt Abb. 4.17 die Beziehung zwischen dem Signal und dessen Ablei-
tungen in dem dreidimensionalen Raum der durch das Signal, die erste und zweite
Ableitung aufgespannt wird. Jede Hyper-Fléiche die diese Kurve einschliefst, lie-
fert eine Differentialgleichung( 4-3.45) mit dem Signal als Losung.
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Insbesondere zeigt die Bildreihe (b) bis (d) in Abb. 4.17 wie der Original-
Graph, der eher einer Punktwolke dhnelt durch Anwendung von Aussage (I) auf
Niveau 8 und Synthese in das Signal 4.17(d) transformiert wird. Damit ist deutlich
Demonstriert ist, daf die Kurve S(fy, f1) existiert.

Abbildung 4.17: Signal von Abb. 4.13 als Lésung eines Differentialgleichungssy-
stems A .

(%fo = /1, %fl = f(fo, f1) wobei fo =aaf, fi =daf und %fl = ddf )

Die Achsen fiir fy zeigt nach vorne, fiir f; nach rechts und f(fo, f1) nach oben.
Gezeichnet sind die Koeffizienten der Packets (A) auf DownSampel-Niveau 8 und
(B) auf DownSampel-Niveau 2. In (C) und (D) ist auf Niveau 8 Aussage (I) fiir
alle Packets erzwungen worden. Das synthetisierte Signal ist auf Niveau 2 zwei
in (C) und (D) gezeichnet ohne die Original-Koeffizienten in (B).

Die erhaltene beschreibende Differentialgleichung kann einige Aspekte des che-
mischen Systems ausdriicken, welches das Signal ausgesendet hat. In diesem Fall
tiber den Grenz-Zyklus (Abb 4.17) der nicht-lineare Oszillationen generiert. Der
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Zugang zu dem Signal iiber Differentiale 14ft betrichtliche Freiheiten offen, um
die Beschreibung zu vervollstindigen.

Andererseits lafst die Entwicklung in eine Potenzreihe, die ebenso lokalisierte
Differentialquotienten zur Approximation benutzt, keine Freiheiten offen.

Mit Aussage (I) kann man die notwendigen Differentialquotienten fiir jedes
diskrete Zeit-Skalen Intervall erhalten (sieche 4-3.37 und 4-3.38). Die Potenzrei-
he reprisentiert eine Beschreibt der Beziehung zwischen den Packet-Koeffizienten
eines Signals. Der Term (t) gibt dabei ein Maf fiir die Approximation und kann
benutzt werden um die besten Differentialquotienten zu finden, indem aus ver-
schiedenen Packets unterschiedliche Zeit-Skalen Intervalle ausgewéhlt werden (in
denen sich dann die Quotienten lokalisieren).

In dem rechten Bild von Abb. 4.18 ist die Norm (g) auf vier verschiedenen
Skalen (Niveau 3 bis 6) iiber alle Koeffizienten in allen Packets bewertet worden.
Ein Intervall eines Taylorpolynoms in einem Packet ist gestreckt, wobei in diesem
die Norm € < €,,,, des tiefsten Niveaus gilt.

2 L L L L L L L L . L L L L L L L L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Abbildung 4.18: Approximation eines Signals durch eine Reihe von Taylor-
Polynomen. Das linke Bild: Auf Niveau 5 ist in jedem Zeit-Intervall der MRA-
Packets das Signal aus Taylor-Polynomen zusammengesetzt, die aus den Ablei-
tungen in dem entsprechenenden Intervall bestehen. Rechtes Bild: wie im rechten
Bild nur das auf Niveau 3 und 9 die besten Approximationen der Differential-
Quotienten beziiglich dem minimalen €,,,, = 0.001 in Gleichung 4-3.38 zur Syn-
these benutzt wurden, um in einem Pachet-Intervall ein Taylor-Polynom zu kon-
struieren.
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4.4 Rauschen

In diesem Abschnitt ist angegeben, wie auf dem erzeugten Spektuméiquivalent
der Packet-Dekommpotition (3-3.95) Kriterien angesetzt werden kénnen , um die
beobachtete Messung y in zwei Teile zu zerlegen. Ein Teil wird das gesuchte und
bereinigte Signal sein, der andere als Rauschen bezeichnet. Wir geben dazu zwei
Verfahren — “shrinkage” und “basis pursuit de-noising” — an.

Gegeben sei eine verrauschte zeitlich diskretisierte Messung y = f+z, wobei f
das Signal und z als Rauschen der Ordnung N (0, 1) bezeichnet wird. Als Beispiel
eignet sich eine Aufnahme des Tenors “Enrico Caruso”’|Don97| [Inc97], die durch
Rauschen beeintrichtigt sein diirfte. Diese Aufnahmen 4.19 werden iiblicher Weise
mit Filter vom Rauschen befreit.

An dieser Stelle sei aber angemerkt, das auch im Rauschspektrum durch-
aus Informationen enthalten sein konnen. In steganographischen Verfahren wird
diese Moglichkeit genutzt. Zuerst wird das Rauschspektrum analysiert um dann
mit einer Funktion zwischen einzelnen Manipulierten und scheinbar zusammen-
hangslosen Anteilen des Spektrums eine Beziehung herzustellen. In der Menge der
manipulierten Anteile ist dann eine Information formuliert, wobei die Verteilung
des Spektrums nicht verdndert wird.

“Wavelet Shrinkage” Im Abschnitt 3.1.7 ist die approximative Eigenschaft
der Synthese und der Koeffizienten-Funktionen f in (3-1.29) und g in (3-1.29)
erwahnt.

Das aus der manipulierten Koeffizienten-Funktion f € F synthetisierte Signal
(fiir das es im H kein Signal mehr gibt) ist die “least-square Approximation” eines
pseudo-Original-Signals fu,,... € L*(R), das heifit die Approximation kommt
diesem pseudo-signal am néchsten. Und nach 3-1.29 maximiert die Koeffizienten-
Funktion g die Energie.

Donoho und Johnstone [DI94]| [DJ94a] [DJ94b] haben in einer Reihe von Ver-
offentlichungen eine Methode zum Entrauschen von Signalen. Die Autoren haben
bewiesen, daf das Verfahren gut in der praktischen Anwendung funktioniert und
auch theoretisch optimal ist.

Das Konzept dieses “Shrinkage”-Verfahrens ist nun sehr einfach. Wenn also
ein Signal f € H in ein Spektrum aus Koeffizienten-Funktionen f = g € L2 ()
iiberfithrt wird, sollten diese Koeffizienten-Funktionen die Energie maximieren.
Dieses Spektrum wird mit (3-3.95) erzeugt und besteht aus dem downgesampel-
ten Signal f = f+ >, fm Alle Funktionsanteile des Spektrum die nicht die
Energie maximieren, leisten demnach auch keinen Beitrag zu dem (- “wahren”
bzw. zu approximierenden -) Signal, und werden deshalb gleich Null gesetzt. Die
iibrig gebliebenen Teile des Spektrums werden zu einer Funktion synthetisiert, die
dann als “least-square-Approximation” einem bereinigten aus Signal fi,,... € H
am néchsten kommt. Dieses Vorgehen wird in an der Aufnahme von “Enrico Ca-
ruso” 4.20 kurz gezeigt:
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Abbildung 4.19: Signal : Enrico Caruso
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Abbildung 4.20: Caruso’s Signal links oben:Original, links unten: bereinigtes Si-
gnal; Mitte oben: Spektrum Original; Mitte unten: Spektrum bereinigtes Signal,
rechts sortierte Koeffizienten und “threshhold” als wagerechte Linie eingezeichnet.

In Abb. 4.20 (rechts) sind Koeffizienten des Spektrums von 4.20 (Mitte oben)
links mit der {> Norm bewertet und der GroRe nach sortiert. Die eingezeichnete
“threshhold” teilt die sortierte Menge der Koeffizienten in zwei Anteile. Die unter
der “threshhold” liegenden Werte werden zu Null gesetzt. Nur die dariiber liegen-
den (Abb. 4.20-(rechts) werden fiir die Synthese genutzt. Das bereinigte Signal
ist in Abb. 4.20 links unten zu sehen. Die verrauschte und bereinigte Aufnahme
kann mit dem Befehl sound(Signal,8193) angehort werden.

“Basis Pursuit” Das Verfahren von Donoho operiert auf den Koeffizienten-
funktionen des Spektrums, dafl mit (3-3.95) erzeugt wurde. Das Konzept ist
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verallgemeinert auch auf Spektren anzuwenden, die mit (3-3.103) gebildet wer-
den. Dabei wird jeder der Sub-Raume in der gleichen Weise untersucht wie es in
Abb 4.20 gezeigt ist.

Hier wird ein weiterer Aspekt beriicksichtigt. In Abschnitt 3.3.3 ist der Sub-
Raum W,, wie auch V,, durch eine Basis charakterisiert. Die Signalinformation
in W,,, bzw. V,,, ist mit Koeffizienten beziiglich dieser Basis dargestellt. Nun kon-
nen wiederum wie oben die Koeffizienten mit einem Kriterium bewertet und fiir
eine Synthese ausgewdhlt werden. So werden in jedem Sub-Raum nur die Basen
mit den dazu gehorenden Koeffizienten ausgewéhlt, die wie oben dem Selektions-
kriterium geniigen. Schlieflich wird aus der Menge der Sub-Raume die Gruppe
zusammengestellt, mit der das Selektionskriterium am besten erfiillt werden kann.
Im vorhergehenden Abschnitt wurde die [? Norm als Kriterium gewihlt. Hier wird
die {! Norm genutzt und wiederum nur die maximierenden Koeffizienten fiir die
Synthese beriicksichtigt.

Ein weit entwickeltes Optimierungsverfahren ist “Basis Pursuit”. Es stammt
von Scott Chen [Che95|. Dieses stellt einen Satz diskreter Wavelet-frames (ver-
gleiche hier (3-3.86)) zusammen, mit dem das bereinigte Signal synthetisiert wer-
den kann.

Es liegen physikalische Messungen vor, die aber nicht erheblich verrauscht
sind. Um zu demonstrieren, daf die Signaldarstellung in dem durch (3-3.103)
erzeugten Phasenraum gegen Rauschen invariant wird, benutzen wir wie schon
vorher das Signal der Aufnahme von Enrico Caruso. Obwohl dieses Signal hinrei-
chend verrauscht sein sollte, wird es zusétzlich mit einem Rauschen (- in einem
Verhéltnis vom Signal zu Rauschen von eins -) entstellt. Das so kiinstlich bela-
stete Signal wird (— als “Caruso-Blau” bezeichnet —) mit 3-3.103 zerlegt und wie
beschrieben synthetisiert.

Das Ergebnis ist in Abb. 4.21 links gezeigt. Aus dem kiinstlich entstellten
Signal (blau) kann eine Information isoliert werden (gelb), die sich zudem noch
deutlich gegen die Original-Aufnahme (schwarz) abhebt. Abb. 4.21 rechts zeigt
das kiinstliche Rauschen (schwarz), das Rauschen in Original (rot) und die syn-
thetisierte Information (gelb). Die im Abschnitt 5.8 analysierten Mefwerte sind
im Vergleich zum Signal “Caruso-Blau” nur unwesentlich verrauscht (mit etwa
19).

Das Spektrum jedes Sub-Raumes ist in zwei Teile getrennt worden. In einen
Synthese-Anteil und in einen Rausch-Anteil. Die Aufteilung ist durch die Wahl
eines Kriteriums (— /2 bzw. I! Norm -) méglich geworden. Damit konnte fiir
die Signalsynthese das notwendige Maf in den diskreten reziproken Sub-frames
gebildet werden.
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Original (schwarz), Input fiir BP ist das zusétzlich Verrauschtes Singnal (blau), Synthetitsiter (gelb) Sythetisiert (gelb), Rauschen aus dem Original (rot), effektiv absepariertes Rauschen von BP Input Signal (swarz)
T T T T T T T T 6 T T T T T T T T T

Abbildung 4.21: Das Basis Pursuit Verfahren auf das Caruso Signal angewandt.
Links als “Caruso-Blau” das zusétzlich im Verhaltnis 1:1 verrauschte Signal.
Schwarz Original-Aufnahme. Rechts: Das Rauschen in Signal “Caruso-Blau” ist
schwarz gezeichnet und rot das Rauschen in Original-Signal. Das isolierte Signal
ist jeweils gelb dargestellt.
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Kapitel 5

Diskussion

Ausgangspunkt der Arbeit war eine Zeitserie einer fotometrischen Messung des
Metaboliten NADH (Nicotinadenindinukleotid) in einem zellfreien Extrakt aus
Biéckerhefe. Unter speziellen Bedingungen der alkoholischen Girung schwingen
die Zwischenprodukte des biochemischen Stoffwechselweges, in dem Glucose zu
Athanol umgesetzt wird. Es handelt sich bei dieser Schwingung um eine nicht-
lineare Oszillation, die durch einen Umlauf auf einen Zyklus (auch als Limitzyklus
bekannt) beschrieben wird. Eine Test-analyse der Schwingung mit dem Multi-
resolutionsverfahren (MRA) der Signalanalyse ergab bei einer Darstellung der
Pakete der Multiresolutionsanalyse gegeneinander, die von anderen Auftragun-
gen bekannte Kurvenform eines Limitzyklus. Bei Stoffwechselwegen handelt es
sich um vernetzte chemische Reaktionsschemata, die hdufig Regelmechanismen
unterworfen sind. Das Ziel bei der Aufklirung der Stoffwechselwege ist einer-
seits, die Reaktionsabfolge zu kennen und andererseits, die Dynamik mit ihren
Regelmechanismen darzustellen. Es ergab sich daraus die Frage, inwieweit die
modernen signalanalytischen Verfahren der generalisierten frames, wie z.B. die
MRA Aufschluf iiber die Vernetzung (“Connectivity”) der Komponenten eines
Systems (hier der Stoffwechselweg) und der Dynamik (hier der Kinetik) geben
kann. Hierfiir sind die Verfahren und die Theorie der Signalanalyse unter diesem
Gesichtspunkt aufgearbeitet sowie auch die theoretischen Grundlagen fiir die Be-
schreibung von Systemen.

Dabei wurde die folgende Arbeitsthese aufgestellt.

These 1 Fiir das Signal eines den Gesetzen der Thermodynamik unterliegenden
kompleze Systems kann eine abstrakte erzeugende Beschreibung gefunden werden.
Die Beschreibung kann als Netzwerk-Analogon interpretiert werden. Es besteht
aus generalisierten System-Komponenten und einer generalisierten Vernetzung
(- Connectivity ) dieser Komponenten. Wenn die generalisierten Systemuvaria-
blen eine physikalische Realisierung haben (Prozesse), dann kann das Signal der-
art synthetisiert werden, als wdre es aus einem diskreten Satz von miteinander
vernetzten physikalischen Prozessen erzeugt.
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5.1 Deutung von Basen als Prozesse

Die Grundidee, die in dieser Arbeit verfolgt wurde, ergab sich aus der Signal-
analyse mit der Paketzerlegung der MRA, in der ein und dasselbe (bzw. eine
Zeitreihe) Signal nicht nur einfach, sondern in vielfacher Weise dargestellt bzw.
zerlegt werden kann. Dabei werden die Mefswerte a; einer Zeitreihe (i = 1...n)
von n Werten als Komponenten eines Vektors von Funktionen in einem Funkti-
onsraum, den Hilbertraum, gedeutet, d.h. das Signal in der Form S = >, a; - ¢;
geschrieben wird, wobei die ¢;(t) zeitabhéingig sind und die a; zeitunabhéngig.
Fiir die Anschauung ist es hilfreich, die Haar-Basis zu verwenden, bei der die
¢;(t) eine Serie von aneinander gereihten Rechteckfunktionen

o J 1 t<to+ (i —1)At oder t>1t <ty (i)At
gw)‘{o . sonst (5-1.1)

der Rechtecklinge At sind. Die ¢;(t) bilden eine orthonormierte Funktionen-
vektorbasis. Die zeitliche Ableitung des Signals S = 3, a; - ¢i(t) ~ ;b - ¥i(t)
kann in einer weiteren Funktionalbasis ¢;(t) mit dem Koeffizienten b; dargestellt
werden, wobei die v;(t), die “Wavelets” wieder in der Funktionalbasis der ¢;(t),
d.h 9;(t) = 3, gi5 - ¢;(t) dargestellt werden sollen, so dak die b; = >, gi; - a;.
Bei der Haar-Basis erhélt man die v);, indem das Zeitintervall At halbiert und
1; aus zwei Rechteckfunktionen, im ersten Halbintervall mit dem Wert g; = 1
und im zweiten mit dem Wert g = —1 zusammensetzt wird. Damit wird die
Ableitung einer Rechteckfunktion grob angendhert. In der MRA werden beide
Funktionalbasen zur Darstellung des Signals verwandt, d.h.

S=3 (@i - ¢ilt) + bi - (1)) (5-1.2)

und zudem das Zeitintervall At variiert in Schritten, die es halbieren bzw. ver-
doppeln. Daraus ergibt sich eine Kaskade von mdglichen Darstellungen mit un-
terschiedlichen Zeitintervallen, den Skalen. Sie wird in einem Schema, der Pa-
ketzerlegung, in der MRA angegeben. Betrachtenswert ist die unterste Ebene
in diesem Schema, bei dem der Zeitintervall At gleich dem Zeitfenster der ge-
samten Mefreihe umfaft. Die Koeffizienten reprisentieren hier gewissermafen
ein Spektrumanalog von dem Signal. Das Mefsignal S ist auf der Ebene allein
durch Basen von “Wavelets” (Schwingungen) S = Y7_, ¢ - ¥(t) dargestellt,
die sich {iber die gesamte Zeitreihe erstrecken. So gesehen entsteht das Signal,
in dem ein konstanter Wert iiber Zeitreihe, durch successives Hinzufiigen eines
¢k - Yr(t) nach dem anderen aufgebaut wird. Es baut sich nicht zeitlich nach-
einander auf, sondern durch Prozesse (Schwingungen), die sich iiber die gesamte
Zeitreihe erstrecken, und die sich aus den Ableitungen (Differentialquotienten)
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des Signals herleiten [PH98| [RPA98|. Die Prozesse miissen sich nicht notwendi-
gerweise iiber die gesamte Mefireihe erstrecken, sie konnen auch auf Zeitintervalle
(Zeitskalen) beschrénkt sein, dadurch wird eine Vielzahl von Darstellungen des
Signals erreicht, indem “Wavelets” mit unterschiedlichen Zeitskalen kombiniert
werden. Dieses Bild bekommt eine anschauliche Bedeutung, wenn man annimmt,
dak dieses Signal die Anzahl von Teilchen zu einem Zeitpunkt, z.B. Molekiile, sind.
Die zeitliche Anderung des Teilchens werde durch chemische Umwandlungen be-
wirkt, dann setzt sich das Signal aus dem Anfangszustand und den ablaufenden
chemischen Reaktionen (Prozesse) zusammen. In einem Zeitintervall stellt ()
die zeitliche Prozefscharakteristik dar und der zugehorige Koeffizient b; die Hau-
figkeit mit der der Prozefs (Anzahl der Umsétze) abgelaufen ist. So ist das Signal
in einer hochauflésenden Zerlegung aus mikroskopischen Prozessen aufgebaut.
Wird aus dieser Sicht noch einmal die Darstellung (5-1.2) gedeutet, so entspre-
chen die a; den Teilchenanzahlen (Teilchenpotentialen) zu einem Zeitpunkt und
die b;, den Umsitzen von Teilchen in Prozessen (Fliisse) im zugehorigen Zeitin-
tervall [SSS98] [SSS98|. Es ist demnach eine Zerlegung in Fliisse und zugehorige
Potentiale mdoglich, die je nach Wahl der Basen unterschiedliche Koeffizienten
a; und b; aufweist. Stellt die Basis realistische Prozesse dar, so sollten zwischen
Fliissen und Potentialen Gesetzméfigkeiten gelten. Anderenfalls ergibt sich eine
Zerlegung in generalisierte Potentiale und Fliisse. Dieses Konzept war die Grun-
didee thermodynamische Systeme und speziell chemische Reaktionssysteme aus
dieser Sicht zu analysieren.

5.2 Quantentheorie und Hilbert-Raum

Die Quantentheorie ist wohl die bekannteste Theorie, die im Hilbert-Raum H
von Funktionen formuliert ist. Bei ihr wird die Basis von Funktionen aus den
Eigenfunktionen von Differentialgleichungen gewonnen, die das reale Geschehen
beschreiben, d.h. ¢;(t) (3-3.47) sind Eigenfunktionen. Im Gegensatz dazu werden
bei der Signalanalyse die ¢;(¢) nach bestimmten Konstruktionsprinzipien ermit-
telt und sind im allgemeinen keine Eigenfunktionen des Systems, von dem das
Signal erzeugt wurde. Dennoch ist anzunehmen, dak bekannte Eigenschaften der
Quantentheorie, wie die Unschirferelation [BHW92] und die Quantelung, auch
bei den Methoden der Signalanalyse wiederzufinden sein sollte. Dies sei nur an-
gemerkt, da es nicht Gegenstand der Arbeit ist.

Da die Quantentheorie sich im Wesentlichen mit linearen Systemen (Operato-
ren) beschiftigt, ist eine aus Eigenfunktionen linear zusammengesetzte Funktion
wieder eine Realisierung eines Zustandes des Systems. Bei der Signalanalyse kann
dagegen das Signal von einem nicht-linearen System herriihren und dann gilt nicht
mehr allgemein, daf die lineare Uberlappung zweier Signale des Systems wieder
ein Signal des Systems sein muf. Die in der Arbeit betrachteten Relaxationsos-
zillation werden von nicht-linearen Systemen erzeugt.
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5.3 Anmerkung zur Konstruktion der System-
Topologie

Ausgehend von den Signal kann natiirlich nicht deduktiv auf eine Systemstruk-
tur geschlossen werde. Durch den Mefvorgang in der Zeit wird nur die System-
Dynamik erfaft. Simtliche Information der zeitlich invarianten System-Topologie
ist dabei nicht erfaklt. Es dringt sich die Frage auf ob es prinzipiell moéglich ist Si-
gnale so zu analysieren, das Aussagen iiber die System-Topologie gemacht werden
konnen.

Wenn ein Signal nur begrenzte Information enthélt, kann aus dieser auch nicht
durch eine Transformation mehr gemacht werden. In diesem Sinn kann (3-1.9)
so interpretiert werden, das durch die Transformation keine Information verloren
geht, aber auch keine Information produziert wird.

Die topologische und dynamische Beschreibung eines Systems enthilt tat-
sichlich mehr Information als z.B. eine Differentialgleichung der Dynamik. Die
zeitlich invarianten topologischen Systemcharakteristika aus einem Signal zu de-
duktiv zu formulieren ist gleichbedeutend mit einer Produktion von Information.
Dies wiirde aber nicht nur (3-1.9) verletzten sondern auch zu nicht eindeutigen
Losungen des Problems fiihren, deren Menge ( —das wére die Menge allen mog-
lichen Netzwerk-Modelle die das Signal erzeugen konnen —) selbst Losung des
Inversen Problems ist und somit jede einzelne Losung der Menge bedeutungslos
wird.

Normalerweise wird diese Produktion der Information durch Annahmen un-
terstiitzt. Die Annahmen fiihren dazu die Losungsmenge des Inversen Problems
einzuschrianken. Die verbleibenden Losungen sind dann aber sehr durch den Cha-
rakter der Annahmen geprigt, und erfassen die physikalische Realitédt des Systems
meist nur in dem Ausmaf, wie es durch die genutzten Annahmen nicht ausge-
schlossen wird.

In der Vorgehensweise eine System-Topologie zu konstruieren wird die Aufga-
be der Annahmen durch das ansetzten physikalischer Gesetzte iibernommen. Dies
fiihrt zu einer Strategie die Losungsmenge des Inversen Problem derart einzu-
schriinken, daf die verbleibenden Lésungen (— Netzwerk-Modelle des Systems —)
durch die physikalischen Gesetzte geprégt sind, welche etwa wie Randbedingun-
gen als Auswahlkriterium zum Ansatz gebracht werden.

Der mathematische Formalismus l&ft es zu, Gesetzte als Zusammenhang zwi-
schen generalisierten Koordinaten zu formulieren. Die generalisierten Koordina-
ten sind aber genutzt worden, um phinomenologische Prozesse (— differenzierbare
zeitliche Vorgénge —) zu beschreiben.

Durch die Vorgabe von Gesetzen kann erzwungen werden, daf zeitlich diffe-
renzierbare Vorgénge als Prozesse erfaft formuliert werden, die unter den physi-
kalischen Bedingungen so ablaufen konnten.

Wenn diese Bedingungen fiir alle generalisierten Koordinaten erzwungen wer-
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den, ist ein Signal als Ergebnis einer Synthese verschiedener Prozesse zu inter-
pretieren, wobei die Prozesse physikalische Gesetzte realisieren.

Auch wenn die in einem Zeitintervall isolierten differenzierbaren zeitlichen
Phénomene Vorginge simulieren, die durch physikalisch Gesetze realisiert sein
konnten, muf das Signal nicht notwendigerweise durch diese “physikalischen Pro-
zesse” erzeugt worden sein [CB97| [LBK98] [TOS98].

Auferdem ist die erzeugte MRA von der gewihlten Potentialfunktion ¢ in (3-
3.47) abhéngig. Im Prinzip konnte sich fiir jede Potentialfunktion, mit der sich
eine MRA erzeugen ldft auch ein Koordinatensystem aus physikalischen Prozes-
sen als Systemdarstellung ergeben.

Fiir das Inverse Problem kann die Menge der Losungen wesentlich einge-
schrinkt werden, indem in der Signalsynthese Gesetzméfkigkeiten erzwungen wer-
den. Auf die verbleibenden Losungen kann dann ein weiteres Selektionskriterium
angewendet werden. Wir wenden dazu das von Igor Novikov [CN96| entwickelte
Prinzip Selbstkonsistenz auf die Menge der Funktionen an, die eine Zustandsglei-
chung des Prozesses 16sen bzw. die einen physikalischen Prozefs realisieren. Dieser
Ansatz fiihrt auf Verteilungen der Losungsmenge, die gegen die Translation im
Phasenraum invariant sind.

5.4 Test-Systeme

5.4.1 Experimentelles Test-System

Das experimentelle Signal aus Abb. 4.13 ist eine verrauschte Zeitreihe. Wavelet-
Analyse kann nicht nur das Rauschen effektiv von dem Signal abtrennen und dem
Detail hinzufiigen [Mal98] sondern kann auch Differential-Quotienten des Signals
approximieren, wie in Abb. 4.15 demonstriert.

Es gibt effizientere Methoden um verrauschte Signale vom Rauschen zu be-
reinigen, als es hier durch Unterdriickung vom Rauschen in Form des Mittelns
des Signals wihrend des DownSampelns realisiert wurde [Mal98|. Hingegen ist
das Zerlegen der Signal-Information in den Synthese-Anteil und einen Rest (—
der dann als Rauschen bezeichnet wird —) durch das benutzte Maf in (3-1.17)
bedingt. Im letzteren Fall ist das Rauschen nicht unterdriickt sondern durch Syn-
these entfernt.

Im wesentlichen ging es darum die Giiltigkeit der Aussage (I) zu priifen, die
nicht fiir Rauschen erfiillt sein sollte. Abb. 4.15a demonstriert das auf den obe-
ren Skalen keine lineare Beziehung zwischen den Daten in den entsprechenden
Packets (- wie durch Aussage (I) gefordert —) besteht. Dennoch, je mehr das Si-
gnal durch die mittelnde Operation gegléittet wird, um so mehr ndhert es sich der
Differenzierbarkeit und die linearen Beziehung der Aussage (I) beginnt sichtbar
zu werden (siehe Abb. 4.15b—e).

Wenn das Signal zu einer differenzierbaren Kurve wird, sollte Aussage (I)
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erfiillt sein. In der MRA kann aber auch erzwungen werden, daf Aussage (I)
erfiillt wird, indem fiir eine DownSampel-Niveau (Skala) alle Packets derselben
Differential-Ordnung proportional zu einem Referenz-Packet gesetzt werden. Das
Referenz-Packet reprisentiert die Ableitung des Signals.

Es gibt verschiedene Wege das Referenz-Packet zu konstruieren. Das Packet
mit der héchsten Anzahl von mittelnden Operationen auf die eine differenzierende
folgt, oder eine gewichtete Summe aller Packets der selben Differential-Ordnung
und des gleichen DownSampel-Niveaus kann als Referenz-Packet gew#hlt werden.

Es gibt auch verschiedene Moglichkeiten den Packets Proportionalitiatsfakto-
ren zuzuweisen. Eine ist nach dem besten kleinsten Fehler der linearen Beziehung
des Original Packet mit dem Referenz-Packet zu suchen.

Dies bringt das beste Synthese-Signals hervor, unter der Bedingung das Aus-
sage (I) erfiillt wird.

Eine andere Moglichkeit ist theoretische Faktoren nutzen und die Referenz-
Packets auf diese anzupassen. Dies liefert ein synthetisiertes Signals welches Aus-
sage (I) erfiillt und zusétzlich die Differenzierbarkeit approximiert. Die theoreti-
schen Faktoren konnen aus einer Multiresolution-Analyse der Kurve ™ berechnet
oder erhalten werden.

Auf dem tiefsten Niveau ist das Signal aus nur wenigen Werten synthetisier-
bar (d.h. die Anzahl der Ableitungen plus 1). Sehr komplexe Signale sind nicht
aus den Werten des tiefsten Niveaus synthetisierbar, da sich recht grofse Abwei-
chungen von Aussage (I) ergeben. Sehr viele Signalinformation wird vernichtet,
in dem, auf dem tiefsten Niveau die “Kommutator-Bedingung” 4-3.32 (Aussage
(I)) erzwungen wird [DGS98|.

In Abb. 4.17D ist die Kurve synthetisiert nachdem auf Niveau 8 Aussage (I)
erzwungen wurde. Diese Kurve sieht immer noch verrauscht aus. Dennoch, die
Kurve besteht nur noch aus den besten approximierten Differential-Quotienten,
also aus differenzierbaren (glatten) Abschnitten der Zeitreihe auf unterschiedli-
chen Skalen. Tatsache ist, das es auf dem Niveau 8 Ableitungen gibt, von denen
aber nur zwei unabhéngig sein sollten.

Somit zeigt Abb. 4.17 das fiir die Reproduktion eines Signals durch ein Diffe-
rentialgleichungssystem nur die Koeffizienten benotigt werden, die nach Anwen-
dung der Aussage (I) auf Niveau 8 iibrigbleiben, und die zu keinem Differential-
quotienten der Ordnung grofer 2 gehoren. Sie bilden eine Kurve in der Hyper-
flache des Phasenraumes, der mit den Ableitungen des Signals gebildet wird. Die
anderen Koeffizienten der Fliche, die das Signal im Hyper-Raum darstellt, soll-
ten nicht zufillig verteilt sein sondern eher eine in der (glatten) differenzierbare
Flédche liegen, und somit der Aussage (I) geniigen.

Variationen von Systemparametern oder Anfangswerten in dem experimen-
tellen System fiihren zu neuen Signalen und zusdtzlichen Kurven in dem Dia-
gramm und liefern weitere Koeffizienten die die Fldche und somit das Differen-
tialgleichungssystem charakterisieren. Das Differentialgleichungssystem ist von
beschreibender Natur, da es sich aus frames zusammen setzt in denen lediglich
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phinomenologischen Prozesse (— differenzierbare Vorgéinge in der Zeit —) darge-
stellt werden.

Eine Koordinatentransformation mit der die generalisierten Koordinaten in
reale physikalische Variablen iiberfiihrt werden kénnen wird nun bendtigt, um
eine Darstellung des Systems mit physikalischer Realitdt zu erhalten. Norma-
lerweise wird eine solche Koordinaten-Transformation die Systemeigenschaften
invariant lassen (— z.B. ein Grenz-Zyklus bleibt ein Grenz-Zyklus. Die Koordina-
tentransformation éndert lediglich die Erscheinungsform im Phasenraum. —)

Die Approximation eines Signal durch eine Serie aus Taylor-Polynomen (siehe
Abb. 4.18) verlangt ebenfalls die Differenzierbarkeit im Sinne von (4-3.32) (-
siehe [Mal98] Kapitel 6 “Lipschitz regutality”). Fiir den Spezialfall einer Haar-
Basis ist die Approximation durch eine Reihe aus Taylor-Polynomen auf dem
ersten DownSampel-Niveau exakt und reproduziert das Signal vollstindig. Auf
héheren Niveaus ist die Approximation nur dann moglich, wenn die 2% Werte des
Polynoms durch k + 1 Koeffizienten festgelegt sind. Der Fehler e (siehe 4-3.38)
ist ein Mak fiir die Giite der Approximation. Im linken Bild von Abb. 4.18 ist
das approximierte Signal von dem DownSampel Niveau 5 gezeigt. Dabei ist fiir
zweiunddreifig sukzessive Werte des Signals ein Taylorpolynom der Ordnung 5
eingesetzt. Obwohl das Signal um den Faktor 32 : 5 komprimiert ist, kann es
immer noch das Original zuriickbringen. Dies mag als Verifizierung der Aussage
(I) interpretiert werden.

Eine weitere Kompression ist erreichbar, wenn die Fehlergrenze € iiber ein
Zeitintervall niedriger gewihlt wird, und wenn dazu das hochste Niveau (— das
dieser Fehler-Grenze geniigt —) als Polynom genutzt wird, um das Signal in diesem
Zeitintervall zu approximieren.

Andererseits kann ein so approximiertes Intervall als Analogon zu einem
Rhythmus in einem Musikstiick betrachtet werden. In diesem Sinne haben die
Koeffizienten in der gefundenen Serie als Taylorpolynome die Aufgabe, die in der
Musik den “Noten” zuféllt. Man erkennt, daf das Signal mit einem sehr begrenz-
ten Satz dieser “Noten” (— deren Dauer mit den Skalen identisch ist —) erzeugt
werden kann.

Das rechte Bild in Abb. 4.18 kann als Beispiel fiir diese Sichtweise dienen,
wobei der Grund-Rhythmus das achtfache der Abtastrate ist. Die “Noten” kon-
nen durch eine begrenzte Zahl von Léngenangaben, also das 1,2,4 und 8 fache
des Grund-Rhythmus beschrieben werden. Die Intensitit ist gegeben durch die
Koeffizienten im Polynom (fiir weitere Details iiber Kodierung der Intensitét sie-
he [Mal98] Kapitel XI). Sollte eine System-Grammatik fiir diese “Noten” existie-
ren, kann mit dieser Technik eine ganze Klasse von Signalen erzeugt werden, so
wie Musik die Menge aller To6ne ist.

Eine weitere Konsequenz der Aussage (I) ist, daf wenn sie fiir ein
DownSampel-Niveau erfiillt ist, sie auch fiir alle feineren Skalen iiber dem Ni-
veau gilt.
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5.4.2 Mathematisches Test-System

Im mathematischen Test-Modell wurde eine Zeitreihe durch Vorgabe eines Diffe-
rentialgleichungssystems erzeugt. Es wurde dafiir ein Modell gewéhlt, das einem
realistischem System nahe kommt. Um den umgekehrten Weg vom Signal zum
Differentialgleichungssystem moglichts gut nachvollziehen zu konnen. Dabei wird
angenomen, daf eine Messung das Zeit-diskretisierte Verhalten von genau einer
Variable System-Variable &; zugénglich gemacht hat. In dem Phasenraum bildet
diese eine Dimension, die orthogonal zu einer weitern &, sein soll. In diesem Sinn
bezeichnen wir die Messung von &; als “rein” (— in Anlehnung des Begriffs des
“reinen Zustandes” —), da in ihr keine Anteile von &, enthalten sind.

Fiir den speziellen Fall, in dem eine “reine” System—Variable verfiigbar ist,
sind die Berechnungen der Phasendarstellungen in Abbschnitt 4.2 und 4.3 durch-
gefiihrt, iiber den differentiellen und integralen Zusammenhang der Variablen des
System (— wie im Modell gegeben in Form einer Differentialgleichung —) konnte
die jeweils fehlende berechnet werden, wobei eine Eigenschafft von Realxations-
oszillationen ausgenutzt wurde. Bei ihnen ist & ~ &

Die Variablen &; bzw. & unterscheiden sich durch ihre Differenzierbarkeit cha-
rakteristisch vom Rauschen. Fiir eine reine Variable kann eine Regel angegeben
werden, die den zeitlich kausalen Zusammenhang zwischen zwei Mefiwerten ih-
rer diskreten Zeitreihe formuliert. Zum gegenwértigen Zeitpunkt ist mir nicht
bekannt wie so ein zeitlich kausaler Zusammenhang in z.B. stochastischem Rau-
schen formuliert werden kann (und nicht nur fiir Anteile wie in der Steganogra-
phie). Deshalb fassen wir dies in einer Aussage zusammen: “Rauschen ist nicht
differenzierbar.”

Ein diskreter zeitlich kausaler Zusammenhang zwischen Mefswerten wie er z.B
in der Filtertheorie mit einem ARMA Prozef beschrieben wird, bezeichnen wir
als “phanomenologischen Prozef”. Auch fiir die gemessene Zeitreihe in Abb. 4.13,
ist so eine Approximation moglich. Sie fiihrt auf einen phinomenologischen Pro-
zek, da das Signal keine Aussage iiber die tatsichlich ablaufenden physikalischen
Prozesse zulaft. Es sei denn man hat weitere Informationen iiber das System.

Wir Vermuten nun, dafs es einen Zusammenhang zwischen phinomenologi-
schen Prozessen und differenzierbaren Erscheinungen in der Signalinformation
einer Messung gibt. Es ist anzunehmen, dafs nur in seltenen Fillen “reine” Varia-
blen gemessen werden konne. Auflerdem ist es bei unbekannter System—Struktur
nie moglich festzustellen ob eine reine Systemvariable gemessen wurde oder ob
gegebenenfalls auch noch andere Grofen die gemessenen hineingefalten worden
sind.

Im Test ist ein Differentialgleichungssystem gewéhlt, daf von einem “Conti-
nous Sirred Tank Reactor” stammen konnte, der durch einen konstanten Flufs
versorgt wird. Es wurde getestet, ob die linearen Anteile des Differentialglei-
chungssystems separiert werdn kénnen, um eine Funktion zu erhalten die die Ab-
laufe im Reaktor beschreibt. Abb.4.8 zeigt das dies mdoglich ist. Da eine Messreihe
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nur eine Kurve darstellt, die charakteristische Funktion des Reaktors aber eine
Funktion in den Variablen & und & ist, zeigt Abb.4.9 die theoretische Fliche
iiber x; und ziy, in der die Mefreihe nach abtrennen der linearen Anteile eine
Kurve wird.

Die Nullklinen sind die rechten Sieten des Differentialgleichungssystems. Fiir
sie sind fiir Relaxationsoszillationen im Phasendiagramm Approximationen zu
finden. Sie sind die Schnittkurven der linearen Anteile mit der charakteristischen
Fliache des Reaktors. Sie sind in Abb.4.9 in die theoretische Fléche eingezeichnet.
Das Test-System zeigte, dafs es moglich ist die Nullklinen-Approximationen aus
nur einer Zeitreihe herzuleiten(Abschnitt 4.2.1).

Hieraus folgt fiir ein Experiment, dak der singulére Punkt (— der Schnittpunkt
beider Nullklinen —) geschéitzt werden kann. Die ist fiir Bifurkationsexperimente
ein wichtiger Ansatzpunkt. Aufserdem lassen sich Mischexperimente planen, um
Teile der Flache der Reaktorfunktion zu bestimmen. Bei einem Mischexperiment
hat man zwei Reaktoren, die im Fall der Relaxationsoszillationen lediglich mit un-
terschiedlicher Phase Schwingen. Gibt man zu einem Zeitpunkt einen Anteil des
einen in den anderen, so springt im Phasendiagramm die Bahnkurve an eine de-
finierte Stellen (— neue Anfangsbedingung —) von der aus sich das System wieder
auf den Limit-Zyklus zubewegt. Auf diese Weise léfst sich gezielt ein Phasenpor-
trait, wie in Abb.4.11 gezeigt, erzeugen, aus dem die Reaktorcharakteristik (4-2.2)
approximiert werden kann.

5.5 Anmerkung zu physilakischen Realisierungen
und frames

In Abschnitt 4 wurden Berechnungen ausgefiihrt, die auf eine phidnomenologische
Beschreibung der Dynamik in Abb. 4.17. Auf den Achsen des Phasenraumes wer-
den die sich zeitlichen &ndernden Konzentrationen chemischer Substanzen erfafst.
Die System-Topologie, wie sie fiir den Modellmechanismus (2-3.32) in Abb.2.3 ge-
zeigt ist, kann mit dieser Basis nicht dargestellt werden. Dazu wéren die Dimen-
sionen weiter zu zerlegen um schliefslich auf eine Darstellung verschiedener phéno-
menologischer Prozesse in verschiedenen Zeitintervallen und auf unterschiedlichen
Skalen zu erhalten. In einem phanomenologischen Phasenraum kann das System
genauso vollstindig formuliert werden, wie in dem der aus physikalischen Pro-
zessen aufgespannt wird. Beide Phasenrdume (- also der phdnomenologische und
der physikalische —) lassen sich durch eine Koordinaten-Transformation ineinan-
der iiberfiihren.

Die Berechnung fiir den ph&nomenologischen Phasenraum ist mit Wavelets
gemacht worden. Mit der Packet-Dekomposition kann sogar eine orthogonale
Wavelet-Basis phdnomenologischer Prozesse erzeugt werden. Wenn diese Basis
einer Koordinatentransformation unterzogen wird, kann nicht erwartet werden,
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dak sich hinterher Wavelets finden lassen die zueinander auch noch orthogonal-
sind. Wir erwarten statt dessen analog den Eigenfunktionen der Quantenmecha-
nik, integrierbare Funktionen die physikalische Prozefs-Gleichungen 16sen und in
frames dargestellt werden konnen. Die frames konnen sich auch aus Wavelets
zusammensetzen, (— also Wavelet-frames —) aber werden dann linear abhingig
sein.

Da nach einer Koordinaten-Transformation des phinomenologischen Phasen-
raumes eine Darstellung entsteht, die nur noch sehr wenig an die Struktur aus
Wavelet-Basen der Packet-Dekomposition oder an die Wavelet-Transformation
selbst erinnern wird, ist voraussichtlich die Theorie der generalisierten frames
anzuwenden [Vol95].

In Abschnitt 4.3.4 ist gezeigt wie aus den Differentialquotienten auf dem
tiefsten DownSampel-Niveau (- auch als “Differential-Noten” bezeichnet —) ei-
ne MRA up-gesampelet werden kann, in der die Aussage (I) gilt. Somit wer-
den in den einzelnen Packets Differentialquotienten approximiert die zu einer
Differentialgleichungs-Niherung mit dem Signal als Losung fithren [AW97].

Soweit der aus den Differential-Quotienten aufgespannte Phasenraum keiner
Koordinaten-Transformation unterzogen wurde, handelt es sich um eine phéno-
menologische Beschreibung.

Fiir das Signal konnen wegen der frei wihlbaren Potentialfunktion ¢ (3-3.47)
viele verschiedenen phidnomenologische Phasenrdume gebildet werden, in denen
mit Sub-frames Prozesse erfakbar sind.

Eine Koordinaten-Transformation kann die phdnomenologische System-
Beschreibung verschiedene physikalische Realisierungen iiberfiihren, je nachdem
welche physikalischen Gesetzméifbigkeiten in dem realen System erzwungen wer-
den miissen [XS95].

Demnach kénnen aus der phinomenologischen Beschreibung durch eine An-
derung des Satzes vorgegebener physikalischer Gesetze mit der Koordinaten-
Transformation verschiedene physikalische Realisierungen gewonnen werden. Das
bedeutet: Das untersuchte Signal kann z.B. durch einen CSTR erzeugt werden.
Es ist aber auch denkbar, eine elektronische Schaltung zu entwerfen die dieses
Signal erzeugt. Beide physikalischen Realisierungen, also der CSTR und das elek-
tronische Netz unterscheiden sich in den sie regierenden Gesetzen. Sie kdnnen als
unterschiedliche physikalische Realisierungen der phinomenologischen Beschrei-
bung (- ,hier als abstrakte iibergeordnete System-Formulierung verstanden, —)
interpretiert werden.

Eine Analogie kann in der Quantenmechanik konstruiert werden. Der
Doppelspalt-Versuch kann auch im “Ein-Elektron-Experiment” (- einzelne Elek-
tronen werden nacheinander auf den Doppelspalt geschossen und erzeugen das
charakteristische Interferenzmuster [Nol94| -) realisiert werden. Ein Detektor re-
gistriert hinter dem Doppelspalt das Signal der nacheinander auftreffenden Elek-
tronen, die zunédchst chaotisch verteilt erscheinen.

Die Schrodinger-Gleichung [Lew94| charakterisiert das Verhalten der Elek-
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tronen. Der Versuch zeigt die verschiedenen Realisierungen der Gleichung, die
einmal mit einem Wellen- und zum anderen mit einem Teilchen-Ansatz gelost
werden kann. Anders interpretiert realisiert sich die Schrodinger-Gleichung (— als
abstrakte iibergeordnete Beschreibung —) einmal als Welle, und andererseits als
Teilchen.

Analog sollte das Signal des Detektors in der MRA durch die Differential-
gleichung approximiert werden und mit der Koordinaten-Transformation unter
Vorgabe der entsprechenden physikalischen Gesetzte auf verschiedene physika-
lische Realititen fiihren. Einmal auf ein System das als Teilchen das Detektor
Signal erzeugt, und zum anderen auf ein System das als Welle das gleiche Signal
erzeugt. Hierbei ist die Welle und das Teilchen nicht als Losung, sondern als Sy-
stem identifiziert. Das, was das Detektor-Signal erzeugt ist einmal ein Teilchen
(als System) und ein andermal eine Welle (als System).
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5.6 Ausblick

In Abschnitt 4 ist die Anwendung der Aussage (I) in der Multiresolution Analyse
mit Haar Wavelets gezeigt worden. Die Aussage ist nicht auf Haar Wavelets-
Basen beschrénkt sondern sollte auch frames und Funktionen erfiillt sein mit den
einen Multiresolution Analyse definiert werden kann. Dies ist insbesonderer dann
von Bedeutung, wenn durch eine Koordinaten Transformation die Wavelet-Basis
in einen frame aus Funktionen iiberfiihrt wird, indem sich nicht nur phinome-
nologische sondern auch physikalische Prozesse formulieren lassen. Aufserdem ist
das Verfahren nicht auf zweidimensionale Systeme und Signale beschriankt, es
konnen auch zwei-dimensionale Signale(Bilder) bzw. drei und mehr dimensionale
Systeme formuliert werden.

In dem Beispiel 4.3.4 wird Aussage (I) benutzt um Differentiale aus dem Si-
gnal zu extrahieren bzw. es in Differentiale zu zerlegen. Zusétzlich kann ein Maf
konstruiert werden, das z.B Basis Pursuit [Co0i92| als Synthese Kriterium iiberge-
ben wird. Auch kann die Standardabweichung in den Bildern von Abb. 4.15 als
Mafs fiir verwandt werden. Das Signal ist dann aus den Packets zu synthetisie-
ren, fiir die die Aussage (I) optimal erfiillt ist. Umgekehrt kann das Maf benutzt
werden um Funktionen aus einer Menge auszuwéhlen [CDS96].

In dem Beispiel kann das Signal durch ein Differentialgleichungssystem von
zweiter Ordnung erzeugt werden. Dies impliziert das Ableitungen von hoéherer
als zweiter Ordnung von denen niederer abhiingen sollten. Sie sollten keine zu-
satzlichen Informationen formulieren kénnen die nicht schon mit den Ableitun-
gen zweiter Ordnung dargestellt sind. Dies beschrénkt sowohl die Giiltigkeit von
Aussage (I), wie auch die Unabhéngigkeit der Packets in einer Multiresolution
Analyse.

In dem extremen aber unrealistischen Fall des tiefsten DownSampel-Niveaus
wiirden nur drei Werte geniigen um alle Packets der MRA und somit das voll-
stdndige dynamische System-Verhalten (— durch UpSampeln —) zu generieren.

Dies illustriert wie wichtig es ist, die Ordnung des zu erwartenden Differenti-
algleichungssystems zu bestimmen. Die Ordnung ist die Dimension der Fliche in
Abb. 4.17.

Neben der Signalbeschreibung mit einer Differentialgleichung kann das Signal
auch mit einer Serie von Polynomen approximiert werden. Im ersten Fall ist
ein Signal derart generiert, indem dessen Werte und dessen Ableitungen durch
Funktionen zu spezifischen Zeitpunkten gegeben sind.

Im letzten Fall reicht ein Satz diskreter Zahlen zu definierten Zeitinterval-
len aus. Dies erlaubt die Darstellung von Signalen, die nur schwer durch regulére
Funktionen zuginglich sind und zeigt eine Unabhéingigkeit von festen Zeitinterval-
len. Unter diesem Gesichtspunkt sei erwahnt, das auf dem tiefsten DownSampel-
Niveau in einem MRA nur ein Zeitintervall {ibrig bleibt. Die zeitliche Signallinge
iiber dem gesammten Beobachtungszeitraum und die Packet Koeffizienten gel-
ten in dem demselben Intervall. Das heifit das jede Form der Lokalisation eines
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Signalmerkmals in der Zeit verschwindet. Dieser Umstand begriindet sich durch
eine Unschérfe-Relation, die dem Raum H zugrunde liegt [BHW92]. So wie es
eine Unscharfe-Relation zwischen einem Zeitintervall At und einer in diesem In-
tervall gemessenen Frequenz AtAw = ¢ gibt, sollte es eine entsprechende Relation
zwischen einem Zeitintervall und einem in diesem Intervall lokalisierten Prozef
geben. Entweder kann das Intervall genau angegeben werden (auf dem hochsten
DownSampel-Niveau), in dem ein Prozefs abgelaufen ist, oder der Prozefl kann
durch einen Packet-Koeffizienten (auf dem tiefsten DownSampel-Niveau) exakt
charakterisiert werden und ist dafiir aber zeitlich nicht lokalisierbar.

Eine wesentliche Eigenschafft des beschreibenden Differentialgleichungssy-
stems ist in der Arbeit nur beildufig betrachtet. Es kann mit Transformationen
der Variablen in dquivalente beschreibende Gleichungssysteme iiberfiihrt werden.
Die Lie-Theorie von Differentialgleichungen behandelt dies Gebiet. Es sein hier
nur darauf hingewiesen, dafs spezielle Transformationen das beschreibende Diffe-
rentialgleichungssystem in andere beschreibende iiberfithren konnen, bei dem die
Differentialgleichungen aus vorgegebenen Gesetzten hergeleitet werden konnen.
Das Differentialgleichungssystems entspriche demjenigen, welches aus dem Er-
satzschalltbild im elektrischen Fall erhalten wiirde. Diese Transformation die das
beschreibende Differentialgleichungssystems an die vermuteten Gesetzte anpalst,
zu finden, ist eine weiter wichtige Aufgabe.

Die Entwicklung der Theorie der Muliresolution-Analyse zeigt in der Litera-
tur zeigt folgende Richtung. Zum einen wird versucht auf verschiedenen Skalen
Prozesse zu isolieren [Ste98] (ein Ansatz physikalische Prozesse zu isolieren konn-
te in der Literatur nicht gefunden werden) [MvSD98|. Es wird auch versucht
mit phanomenologischen Prozessen Systeme zu identifizieren [LBK98|, [TOS98|
und [RPA98|. Zum anderen wird versucht die Bedingung der dquidistanten Ab-
tastintervalle auf einer Skala mit einer Kommutator-Relation durch irregulire
Abtastraten zu ersetzten [DGS98|.

Dariiber hinaus haben sich verschiedene Institute in mit der Zielsetzung Theo-
rien der redundanten mehrskalen Darstellung von Information [IDR99| bzw. der
Multiresolution-Analysen [TMRO8| zu entwickeln in zwei Netzwerken formiert.
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5.7 Anmerkung zur Konstruktion der System-
Topologie

Ausgehend von den Signal kann natiirlich nicht deduktiv auf eine Systemstruk-
tur geschlossen werde. Durch den Mefvorgang in der Zeit wird nur die System-
Dynamik erfaft. Simtliche Information der zeitlich invarianten System-Topologie
ist dabei nicht erfaklt. Es dringt sich die Frage auf ob es prinzipiell moéglich ist Si-
gnale so zu analysieren, das Aussagen iiber die System-Topologie gemacht werden
konnen.

Wenn ein Signal nur begrenzte Information enthélt, kann aus dieser auch nicht
durch eine Transformation mehr gemacht werden. In diesem Sinn kann (3-1.9)
so interpretiert werden, das durch die Transformation keine Information verloren
geht, aber auch keine Information produziert wird.

Die topologische und dynamische Beschreibung eines Systems enthilt tat-
sichlich mehr Information als z.B. eine Differentialgleichung der Dynamik. Die
zeitlich invarianten topologischen Systemcharakteristika aus einem Signal zu de-
duktiv zu formulieren ist gleichbedeutend mit einer Produktion von Information.
Dies wiirde aber nicht nur (3-1.9) verletzten sondern auch zu nicht eindeutigen
Losungen des Problems fiihren, deren Menge ( —das wére die Menge allen mog-
lichen Netzwerk-Modelle die das Signal erzeugen konnen —) selbst Losung des
Inversen Problems ist und somit jede einzelne Losung der Menge bedeutungslos
wird.

Normalerweise wird diese Produktion der Information durch Annahmen un-
terstiitzt. Die Annahmen fiihren dazu die Losungsmenge des Inversen Problems
einzuschrianken. Die verbleibenden Losungen sind dann aber sehr durch den Cha-
rakter der Annahmen geprigt, und erfassen die physikalische Realitédt des Systems
meist nur in dem Ausmaf, wie es durch die genutzten Annahmen nicht ausge-
schlossen wird.

In der Vorgehensweise eine System-Topologie zu konstruieren wird die Aufga-
be der Annahmen durch das ansetzten physikalischer Gesetzte iibernommen. Dies
fiihrt zu einer Strategie die Losungsmenge des Inversen Problem derart einzu-
schriinken, daf die verbleibenden Lésungen (— Netzwerk-Modelle des Systems —)
durch die physikalischen Gesetzte geprégt sind, welche etwa wie Randbedingun-
gen als Auswahlkriterium zum Ansatz gebracht werden.

Der mathematische Formalismus l&ft es zu, Gesetzte als Zusammenhang zwi-
schen generalisierten Koordinaten zu formulieren. Die generalisierten Koordina-
ten sind aber genutzt worden, um phinomenologische Prozesse (— differenzierbare
zeitliche Vorgénge —) zu beschreiben.

Durch die Vorgabe von Gesetzen kann erzwungen werden, daf zeitlich diffe-
renzierbare Vorginge als Prozesse erfakt formuliert, die unter den physikalischen
Bedingungen so ablaufen kénnten.

Wenn diese Bedingungen fiir alle generalisierten Koordinaten erzwungen wer-
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den, ist ein Signal als Ergebnis einer Synthese verschiedener Prozesse zu inter-
pretieren, wobei die Prozesse physikalische Gesetzte realisieren.

Auch wenn die in einem Zeitintervall isolierten differenzierbaren zeitlichen
Phénomene Vorginge simulieren, die durch physikalisch Gesetze realisiert sein
konnten, muf das Signal nicht notwendigerweise durch diese “physikalischen Pro-
zesse” erzeugt worden sein.

Auferdem ist die erzeugte MRA von der gewihlten Potentialfunktion ¢ in (3-
3.47) abhéngig. Im Prinzip konnte sich fiir jede Potentialfunktion, mit der sich
eine MRA erzeugen ldft auch ein Koordinatensystem aus physikalischen Prozes-
sen als Systemdarstellung ergeben.

Fiir das Inverse Problem kann die Menge der Losungen wesentlich einge-
schrinkt werden, indem in der Signalsynthese Gesetzméfkigkeiten erzwungen wer-
den. Auf die verbleibenden Losungen kann dann ein weiteres Selektionskriterium
angewendet werden. Wir wenden dazu das von Igor Novikov [CN96| entwickelte
Prinzip Selbstkonsistenz auf die Menge der Funktionen an, die eine Zustandsglei-
chung des Prozesses 16sen bzw. die einen physikalischen Prozefs realisieren.

5.8 Mathematisches Test-System

Im mathematischen Test-Modell wurde eine Zeitreihe durch Vorgabe eines Diffe-
rentialgleichungssystems erzeugt. Es wurde dafiir ein Modell gewéhlt, das einem
realistischem System nahe kommt. Um den umgekehrten Weg vom Signal zum
Differentialgleichungssystem moglochts gut nachvollziehen zu kénnen. Dabei wird
angenomen, daf eine Messung das Zeit-diskretisierte Verhalten von genau einer
Variable System-Variable &; zugénglich gemacht hat. In dem Phasenraum bildet
diese eine Dimension, die orthogonal zu einer weitern & sein soll. In diesem Sinn
bezeichnen wir die Messung von &; als “rein” (— in Anlehnung des Begriffs des
“reinen Zustandes” —), da in ihr keine Anteile von &, enthalten sind.

Fiir den speziellen Fall, in dem eine “reine” System—Variable verfiigbar ist,
sind die Berechnungen der Phasendarstellungen in Abbschnitt 4.2 und 4.3 durch-
gefiihrt, iiber den differentiellen und integralen Zusammenhang der Variablen des
System (— wie im Modell gegeben in Form einer Differentialgleichung —) konnte
die jeweils fehlende berechnet werden, wobei eine Eigenschafft von Realxations-
oszillationen ausgenutzt wurde. Bei ihnen ist & ~ fl

Die Variablen &; bzw. & unterscheiden sich durch ihre Differenzierbarkeit cha-
rakteristisch vom Rauschen. Fiir eine reine Variable kann eine Regel angegeben
werden, die den zeitlich kausalen Zusammenhang zwischen zwei Mefkwerten ih-
rer diskreten Zeitreihe formuliert. Zum gegenwirtigen Zeitpunkt ist mir nicht
bekannt wie so ein zeitlich kausaler Zusammenhang in z.B. stochastischem Rau-
schen formuliert werden kann (und nicht nur fiir Anteile wie in der Steganogra-
phie). Deshalb fassen wir dies in einer Aussage zusammen: “Rauschen ist nicht
differenzierbar.”
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Ein diskreter zeitlich kausaler Zusammenhang zwischen Mefwerten wie er z.B
in der Filtertheorie mit einem ARMA Prozefs beschrieben wird, bezeichnen wir als
“phanomenologischen Prozefs”. Auch fiir die gemessene Zeitreihe in Abb. 7?7, ist so
eine Approximation mdoglich. Sie fithrt auf einen phanomenologischen Prozef, da
das Signal keine Aussage iiber die tatsichlich ablaufenden physikalischen Prozesse
zulalt. Es sei denn man hat weitere Informationen iiber das System.

Wir Vermuten nun, dafs es einen Zusammenhang zwischen phinomenologi-
schen Prozessen und differenzierbaren Erscheinungen in der Signalinformation
einer Messung gibt. Es ist anzunehmen, daf nur in seltenen Féllen “reine” Varia-
blen gemessen werden konne. Auflerdem ist es bei unbekannter System—Struktur
nie moglich festzustellen ob eine reine Systemvariable gemessen wurde oder ob
gegebenenfalls auch noch andere Grofen die gemessenen hineingefalten worden
sind.

Im Test ist ein Differentialgleichungssystem gewéhlt, daf von einem “Conti-
nous Sirred Tank Reactor” stammen konnte, der durch einen konstanten Flufs
versorgt wird. Es wurde getestet, ob die linearen Anteile des Differentialglei-
chungssystems separiert werdn kénnen, um eine Funktion zu erhalten die die Ab-
laufe im Reaktor beschreibt. Abb.4.8 zeigt das dies mdoglich ist. Da eine Messreihe
nur eine Kurve darstellt, die charakteristische Funktion des Reaktors aber eine
Funktion in den Variablen & und & ist, zeigt Abb.4.9 die theoretische Fliche
iiber x; und ziy, in der die Mefreihe nach abtrennen der linearen Anteile eine
Kurve wird.

Die Nullklinen sind die rechten Sieten des Differentialgleichungssystems. Fiir
sie sind fiir Relaxationsoszillationen im Phasendiagramm Approximationen zu
finden. Sie sind die Schnittkurven der linearen Anteile mit der charakteristischen
Flache des Reaktors. Sie sind in Abb.4.9 in die theoretische Flache eingezeichnet.
Das Test-System zeigte, dafs es moglich ist die Nullklinen-Approximationen aus
nur einer Zeitreihe herzuleiten(Abschnitt 4.2.1).

Hieraus folgt fiir ein Experiment, daf der singuldre Punkt (— der Schnittpunkt
beider Nullklinen —) geschétzt werden kann. Die ist fiir Bifurkationsexperimente
ein wichtiger Ansatzpunkt. Aufserdem lassen sich Mischexperimente planen, um
Teile der Flache der Reaktorfunktion zu bestimmen. Bei einem Mischexperiment
hat man zwei Reaktoren, die im Fall der Relaxationsoszillationen lediglich mit un-
terschiedlicher Phase Schwingen. Gibt man zu einem Zeitpunkt einen Anteil des
einen in den anderen, so springt im Phasendiagramm die Bahnkurve an eine de-
finierte Stellen (— neue Anfangsbedingung —) von der aus sich das System wieder
auf den Limit-Zyklus zubewegt. Auf diese Weise 1aft sich gezielt ein Phasenpor-
trait, wie in Abb.4.11 gezeigt, erzeugen, aus dem die Reaktorcharakteristik (4-2.2)
approximiert werden kann.
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5.9 Wavelets versus frames

In Abschnitt 4 wurden Berechnungen ausgefiihrt, die auf eine phidnomenologische
Beschreibung der Dynamik in Abb. 4.17. Die Dimensionen diese Phasenraumes er-
fassen die sich zeitlichen &ndernden Konzentrationen chemischer Substanzen. Die
System-Topologie, wie sie fiir den Modellmechanismus (2-3.32) in Abb.2.3 gezeigt
ist, kann mit dieser Basis nicht dargestellt werden. Dazu wiren die Dimensionen
weiter zu Zerlegen um schliefslich auf eine Darstellung verschiedener phénome-
nologischer Prozesse in verschiedenen Zeitintervallen und auf unterschiedlichen
Skalen zu erhalten. In einem phanomenologischen Phasenraum kann das System
genauso vollstindig formuliert werde, wie in dem der aus physikalischen Prozes-
sen aufgespannt wird. Beide Phasenrdume (— also der phinomenologische und
der physikalische —) lassen sich durch eine Koordinaten-Transformation ineinan-
der iiberfithren. Auf die Realisierung der Koordinatentransformation gehen wir
unten ein.

Die Berechnung fiir den phinomenologischen Phasenraum ist mit Wavelets
gemacht worden. Mit der Packet-De-Komposition kann sogar eine orthogonale
Wavelet-Basis phédnomenologische Prozesse erzeugt werden. Wenn diese Basis ei-
ner Koordinatentransformation unterzogen wird, kann nicht erwartet werde, daf
sich hinterher Wavelets finden lassen die zueinander auch noch orthogonal. Wir
erwarten statt dessen analog den Eigenfunktionen der Quantenmechanik, inte-
grierbare Funktionen die physikalische Prozefs-Gleichungen 16sen und in frames
dargestellt werden kénnen. Diese frames konnen sich auch aus Wavelets zusam-
mensetzen, (— also Wavelet-frames —) aber werden dann linear abhéingig sein.
Gerade die lineare Abhéngigkeit der frame-Funktionen ermdglicht es einen phy-
sikalischen Prozefs (als Vektor) zu erfassen, der durch alternative Losungen (for-
muliert durch die Menge der Linearkombinationen) realisiert werden kann.

ZOMBI PROZESS

FRAGE 7?7 Kann eine Lésungs-Schar mit einer linear abhidngigen
Funktionen formuliert werden

ZOMBI PROZESS

Da nach einer Koordinaten-Transformation des phanomenologischen Phasen-
raumes eine Darstellung entsteht, die nur noch sehr wenig an die Struktur aus
Wavelet-Basen der Packet-De-Komposition oder an die Wavelet-Transformation
selbst erinnern wird, kann die gestellt Aufgabe aus Abschnitt 1.2 mit Wavelets
nicht bewéltigt werden. Aus diesem Grund ist der die Theorie der generalisierten
frames notwendig.
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5.10 Abstrakte Beschreibung fiir physikalische
Realisierungen

In Abschnitt 4.3.4 ist gezeigt wie aus den Differentialquotienten auf dem tiefsten
DownSampel-Niveau (— auch als “Differential-Noten” bezeichnet —) eine MRA
up-gesampelet werden kann, in der die Aussage (I) gilt. Somit werden in den
einzelnen Packets Differentialquotienten approximiert die zu einer approximierte
Differentialgleichung mit dem Signal als Losung fiihren.

Soweit der aus den Quotienten aufgespannte Phasenraum keiner Koordinaten-
Transformation unterzogen wurde, handelt es sich um eine phinomenologische
Beschreibung.

Fiir das Signal konnen wegen der frei wihlbaren Potentialfunktion phi (3-3.47)
viele verschiedenen phdnomenologische Phasenrdume gebildet werden, in denen
mit Sub-frames Prozesse erfakbar sind.

Eine Koordinaten-Transformation kann die phdnomenologische System-
Beschreibung verschiedene physikalische Realisierungen iiberfiihren, je nach-
dem welche vorgebaren physikalischen Gesetzméfigkeiten in dem realen-
experimentellen System erzwungen werden sollen.

Demnach kénnen aus der phiinomenologischen Beschreibung durch eine An-
derung des Satzes vorgegebener physikalischer Gesetze mit der Koordinaten-
Transformation verschiedene physikalische Realisierungen gewonnen werden. Das
bedeutet: Das untersuchte Signal kann z.B. durch einen CSTR erzeugt werden.
Es ist aber auch denkbar, eine elektronische Schaltung zu entwerfen die dieses
Signal erzeugt. Beide physikalischen Realisierungen, also der CSTR und das elek-
tronische Netz unterscheiden sich in den sie regierenden Gesetzen. Sie knnen als
unterschiedliche physikalische Realisierungen der phinomenologischen Beschrei-
bung (- ,hier als abstrakte iibergeordnete System-Formulierung verstanden, —)
interpretiert werden.

Eine Analogie kann in der Konstruiert Quantenmechanik werden. Der
Doppelspalt-Versuch kann auch im “Ein-Elektron-Experiment” (- einzelne Elek-
tronen werden nacheinander auf den Doppelspalt geschossen und erzeugen das
charakteristische Interferenzmuster [Nol94| —) realisiert werden. Ein Detektor re-
gistriert hinter dem Doppelspalt das Signal der nacheinander auftreffenden Elek-
tronen, die zunédchst chaotisch verteilt erscheinen.

Die Schrodinger-Gleichung charakterisiert das Verhalten der Elektronen. Der
Versuch zeigt die verschiedenen Realisierungen der Gleichung, die einmal mit
einem Wellen- und zum anderen mit einem Teilchen-Ansatz gelost werden kann.
Anders interpretiert realisiert sich die Schrodinger-Gleichung (- als abstrakte
tibergeordnete Beschreibung —) einmal als Welle, und andererseits als Teilchen.

Analog sollte das Signal des Detektors in der MRA die Differentialgleichung
approximiert werden und mit der Koordinaten-Transformation unter vorgabe der
entsprechenden physikalischen Gesetzte auf verschiedene physikalische Realitidten
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fiihren. Einmal auf ein System das als Teilchen das Detektor Signal erzeugt, und
zum anderen auf ein System das als Welle das gleiche Signal erzeugt. Hierbei ist
die Welle und das Teilchen nicht als Losung, sonder als System identifiziert. Das,
was das Detektor-Signal erzeugt ist einmal ein Teilchen (System) und ein ander
mal eine Welle (als System).

5.11 System-frame und Labor-frame

in das System wird ein frame reingelegt und durch a) Symmetrie Transforma-
tion mit der Physik gekoppelt b) durch gesetzte mit einer Eich-Transformation
angeglichen. unter diesen Gesetzten mufs das Signals selbst konsistent sein.

5.12 Physikalische frames

in einem frame werden MeRwerte von Prozessen sichtbar. diese Prozesse sind das
auch selektiv storbar. wie das Exp zeigt ist in einem Packet £ und im anderen &

5.13 Kommutator Malfs

die Kommutator Bedingung a) erzeugt Differentiale b) ordnet die frames zuein-
ander an.

5.14 Existenz einer Dgl ist nicht notwendig

es ist nicht notwendig da fiir das System eine DGL existiert.

wenn ein keine Eigenfunktionen gibt dann keine Basis in ‘H

dann kann aus Differential-Noten auf dem untersten Niveau eine MRA gene-
riert werden, die Differential-Quotienten generiert, die eine DGL approximieren,
die als Losung das Signal generiert. (vielleicht macht es die Natur ja auch so ...7)

5.15 nicht-stationires, nicht-lineares und Kausa-
litat

ist formulierbar ein ein frame Prozef durch Messung oder durch Stérung &ufere
Parameter einkoppelt und das Prozef verhalten dndert. und iiber die Connectivity
mit enderen Prozessen ein neues Signal generiert.
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5.16 Koordinatentransformation auf die Reale
Physik

mit der Lie-Gruppen Darstellung kann die K-T des DGL ausgefiihrt werden. Wen
bestimmt mefkbare Kriterien erfiillt sind fallt der frame mit einer physikalischen
Realitdt zusammen.

5.17 Connectivity

Die Connectivity kann als freie Funktion bestimmt werden. Auf dem Untersten
Level ist dieser Zeit vollstindig verschwunden und ein topologisches Netz der
“Noten” kann formuliert werden.

5.18 Ausblick

In Abschnitt ?? ist die Anwendung der Aussage (I) in der Multiresolution Analyse
mit Haar Wavelets gezeigt worden. Die Aussage ist nicht auf Haar Wavelets-Basen
beschrankt sondern sollte auch frames und Funktionen erfiillt sein mit den einen
Multiresolution Analyse definiert werden kann. Dies ist insbesonderer dann von
Bedeutung, wenn durch eine Koordinaten Transformation die Wavelet-Basis in
einen frame aus Funktionen iiberfiihrt wird, indem sich nicht nur phdnomenolo-
gische sondern auch physikalische Prozesse formulieren lassen. Auferdem ist das
Verfahren nicht auf zweidimensionale Systeme und Signale beschriankt, es kénnen
auch zwei-dimensionale Signale(Bilder) bzw. drei und mehr dimensionale Systeme
formuliert werden.

In dem Beispiel 4.3.4 wird Aussage (I) benutzt um Differentiale aus dem Si-
gnal zu extrahieren bzw. es in Differentiale zu zerlegen. Zusétzlich kann ein Mafs
konstruiert werden, das z.B Basis Pursuit [Co0i92| als Synthese Kriterium iiberge-
ben wird. Auch kann die Standardabweichung in den Bildern von Abb. 4.15 als
Mafs fiir verwandt werden. Das Signal ist dann aus den Packets zu synthetisie-
ren, fiir die die Aussage (I) optimal erfiillt ist. Umgekehrt kann das Maf benutzt
werden um Funktionen aus einer Menge auszuwéhlen [CDS96].

In dem Beispiel kann das Signal durch ein Differentialgleichungssystem von
zweiter Ordnung erzeugt werden. Dies impliziert das Ableitungen von hoherer
als zweiter Ordnung von denen niederer abhiingen sollten. Sie sollten keine zu-
sdtzlichen Informationen formulieren kénnen die nicht schon mit den Ableitun-
gen zweiter Ordnung dargestellt sind. Dies beschrénkt sowohl die Giiltigkeit von
Aussage (I), wie auch die Unabhéngigkeit der Packets in einer Multiresolution
Analyse.

In dem extremen aber unrealistischen Fall des tiefsten DownSampel-Niveaus
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wiirden nur drei Werte geniigen um alle Packets der MRA und somit das voll-
stdndige dynamische System-Verhalten (— durch UpSampeln —) zu generieren.

Dies illustriert wie wichtig es ist, die Ordnung des zu erwartenden Differenti-
algleichungssystems zu bestimmen. Die Ordnung ist die Dimension der Fliache in
Abb. 4.17.

Neben der Signalbeschreibung mit einer Differentialgleichung kann das Signal
auch mit einer Serie von Polynomen approximiert werden. Im ersten Fall ist
ein Signal derart generiert, indem dessen Werte und dessen Ableitungen durch
Funktionen zu spezifischen Zeitpunkten gegeben sind.

Im letzten Fall reicht ein Satz diskreter Zahlen zu definierten Zeitinterval-
len aus. Dies erlaubt die Darstellung von Signalen, die nur schwer durch regulére
Funktionen zugénglich sind und zeigt eine Unabhingigkeit von festen Zeitinterval-
len. Unter diesem Gesichtspunkt sei erwihnt, das auf dem tiefsten DownSampel-
Niveau in einem MRA nur ein Zeitintervall iibrig bleibt. Die zeitliche Signal-
lange iiber dem gesammten Beobachtungszeitraum und die Packet Koeffizienten
gelten in dem demselben Intervall. Das heifst das jede Form der Lokalisation ei-
nes Signalmerkmals in der Zeit verschwindet. Dieser Umstand begriindet sich
durch eine Unschirfe-Relation, die dem Raum H zugrunde liegt. So wie es eine
Unschérfe-Relation zwischen einem Zeitintervall A¢ und einer in diesem Inter-
vall gemessenen Frequenz AtAw = ¢ gibt, sollte es eine entsprechende Relation
zwischen einem Zeitintervall und einem in diesem Intervall lokalisierten Prozef
geben. Entweder kann das Intervall genau angegeben werden (auf dem hochsten
DownSampel-Niveau), in dem ein Prozefs abgelaufen ist, oder der Prozefl kann
durch einen Packet-Koeffizienten (auf dem tiefsten DownSampel-Niveau) exakt
charakterisiert werden und ist dafiir aber zeitlich nicht lokalisierbar.

Eine wesentliche Eigenschafft des beschreibenden Differentialgleichungssy-
stems ist in der Arbeit nur beildufig betrachtet. Es kann mit Transformationen
der Variablen in dquivalente beschreibende Gleichungssysteme iiberfiihrt werden.
Die Lie-Theorie von Differentialgleichungen behandelt dies Gebiet. Es sein hier
nur darauf hingewiesen, dafs spezielle Transformationen das beschreibende Diffe-
rentialgleichungssystem in andere beschreibende iiberfithren konnen, bei dem die
Differentialgleichungen aus vorgegebenen Gesetzten hergeleitet werden konnen.
Das Differentialgleichungssystems entspriche demjenigen, welches aus dem Er-
satzschalltbild im elektrischen Fall erhalten wiirde. Diese Transformation die das
beschreibende Differentialgleichungssystems an die vermuteten Gesetzte anpalst,
zu finden, ist eine weiter wichtige Aufgabe.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Systeme, die der Thermodynamik unterliegen, sind iiberall in der belebten und
unbelebten Natur zu finden. Sie werden meist durch Differentialgleichungssyste-
me beschrieben, deren Losungen die Dynamik des Systemverhaltens wiedergeben.
Gerade fiir die komplexen Systeme, die in der belebten Natur angetroffen wer-
den, stellt sich bei ihrer Analyse hiufig die Frage, dafs sich ein Teilaspekt iiber
ein Signal (z.B. der zeitliche Verlauf an einem Fotometer) messen 14t und dieses
Signal so auszuwerten ist, dafl moglichst viele Informationen iiber das System
erhalten werden. Hierzu wurde untersucht, inwieweit {iber die Signalanalyse mit
generalisierten “frames” und speziell mit Wavelets Aussagen iiber die Struktur ei-
nes Systems zu erhalten sind. Fiir lineare Systeme gibt die Analyse von Signalen
mit der Laplace-Transformation weitgehende Aussagen iiber die Systemstruk-
tur. Sie ist deshalb in ihren Grundziigen noch einmal aufgefiihrt und besonders
die Netzwerkfunktion herausgearbeitet, die Information iiber die Systemstruktur
enthilt, die aus Signalen zu gewinnen ist. An einem Beispiel einer elektrischen
Schaltung ist das Prinzip der Analyse veranschaulicht und verdeutlicht, daf die
beschreibende Netzwerkfunktion zwar ein Ersatzschaltbild (d.h. eine mégliche
Vernetzung von Komponenten zu einem System) liefert, das die Dynamik des
Systems vollstindig wiedergeben kann, nicht aber seine reale Struktur.

In einem néchsten Schritt ist die Darstellung von Vernetzungen von elektri-
schen Schaltkomponenten zu Schaltbildern auf thermodynamische Systeme erwei-
tert und hier besonders fiir chemische Reaktionssysteme hervorgehoben, indem
ein biochemisches Stoffwechselmodell [Gol97| detaillierter ausgearbeitet ist. Es ist
der Schaltplan und das Differentialgleichungssystem fiir die Dynamik (Kinetik)
aufgestellt. Es handelt sich hierbei um ein nicht-lineares System, das durch ein
autonomes Differentialgleichungssystem mit zwei unabhéngigen Variablen darge-
stellt wird. Auf die Bedeutung von Tellegens Theoren fiir Netzwerke, und insbe-
sondere fiir die Vernetzung von thermodynamischen Systemkomponenten, wird
eingegangen und auf die Zerlegung in zueinander orthogonalen Unterrdume hin-
gewiesen, da auch in der Signalanalyse eine solche Zerlegung auftritt. Auferdem
wird auf den Zusammenhang mit dem Prinzip der minimalen Entropieproduktion
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verwiesen.

Fiir die Signalanalyse sind die wesentlichen Gesichtspunkte der generalisier-
ten “frames” eine wesentliche Verallgemeinerung der Fourieranalyse noch einmal
hervorgehoben. So ist dargestellt, daf als zentrale Eigenschaft ein Signal durch
die Analyse in ein Spektrum zerlegt und aus dem Spektrum vollstindig wie-
dergewonnen werden kann und daf hieran ein Analyse-, ein Synthese- und ein
Metrik-Operator beteiligt sind. Weiterhin wird auf die Eigenschaften der Wahr-
scheinlichkeitsdichte ,“resolution of unity”, einschrinkende Bedingungen und des
Differenzierens von den Basisfunktionen eingegangen. Insbesondere ist die diffe-
renzierende Eigenschaft der Transformation erwidhnt, da sie fiir die hier behan-
delte Systemanalyse von zentraler Bedeutung ist.

Bei Messungen ist im allgemeinen eine diskrete Zeitreihe von Daten gegeben,
die spezielle Anforderungen an Abtastrate und Diskretisierung stellen, auf die
hingewiesen wird. Schliefslich werden die wesentlichen Aspekte der “Multiresolu-
tion” Analyse von Signalen abgehandelt, wobei die Paketzerlegung des Signals
auf verschiedenen Skalen und die dazu notwendigen Unterrdume und Operatoren
aufgezeigt werden.

Im experimentellen Teil ist dann die Signalanalyse auf eine nicht-lineare
Schwingung einer Relaxationsoszillation angewandt, um das System, das sie er-
zeugt hat, durch sie zu charakterisieren. Dabei ist zuerst ein mathematisches
Testsystem, namlich das eingangs erwihnte Modell fiir den biochemischen Stoff-
wechselweg, verwandt. Das zugehorige Differentialgleichungssystem ist mit Com-
puterhilfe gelost und ergibt fiir die zwei Variablen Zeitreihen (fiir die zeitlich
langsam variierende Folgevariable und fiir die sich zeitlich schnell dndernde Steu-
ervariable, die die Folgevariable regelt). Aus diesen beiden Zeitreihen soll die
Information iiber das System zuriickgewonnen werden, d.h. das Differentialglei-
chungssystem maoglichst rekonstruiert werden. Im Phasenraum, in dem die beiden
Signale (Zeitreihen) gegeneinander aufgetragen werden, lassen sich zwei Funktio-
nen, die Nullklinen, finden, die das Differentialgleichungssystem schon weitgehend
beschreiben. Fiir ihre Ermittlung sind Approximationsalgorithmen angegeben.
Chemische Reaktionssysteme, wie das Stoffwechselmodell, lassen eine Darstel-
lung in Form eines chemischen Durchflureaktors zu, in der die FluRanteile (die
umgebungsbestimmt sind) von dem eigentlichen Reaktionsgeschehen abgetrennt
werden, das dann durch eine beschreibende Funktion charakterisiert werden kann.
Mit den Zeitreihen ist diese Separation durchgefiihrt und gezeigt, daf Teile der
beschreibenden Funktion rekonstruiert werden konnen. Da in der Realitit meist
nur eine Zeitreihe von einem System gemessen werden kann, soll unter der Annah-
me, das entweder nur die Folgevariable oder nur die Steuervariable gemessen wird,
versucht werden, die jeweils andere Zeitreihe zu rekonstruieren. Ein Vergleich mit
den tatséichlichen Zeitreihen zeigt, daf in beiden Fallen die Kurvenform sehr gut
wiedergegeben wird, und somit auch die Nullklinen und die charakterisierende
Funktion des Reaktors. Auf diese Weise kann ein beschreibendes Differentialglei-
chungssystem rekonstruiert werden, das als eine Losung das Signal hat.
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Als experimentelles Test-System ist die Zeitreihe der Relaxationsoszillation
des chemischen Reaktionssystems von Belousov-Zhabotinsky verwandt und mit
den gleichen Algorithmen wie das mathematische System behandelt. Hier ist
angenommen, daf die Folgevariable gemessen und nunmehr das Rauschen der
Messung zu beriicksichtigen ist. Es lief sich eine Phasenraumdarstellung aus der
Messung rekonstruieren. Da die “Multiresolution”-Analyse zum Approximieren
des Differentialquotienten der Folgevariablen eingesetzt wurde, ist eine Darstel-
lung der Folgevariablen mit einer Taylorreihe auf verschiedenen Skalen durch-
gefithrt (quasi wie ein Musiksignal durch Noten beschrieben wird). Das Signal
wird bei Verwendung von vier Skalenebenen sehr gut wiedergegeben. Bei den
“Multiresolution”-Analysen ist das Haar-Wavelet verwandt.

Experimentelle Signale sind offt verrauscht und somit schwierig zu differenzie-
ren. frames bieten Techniken die Signale vom Rauschen zu reinigen. Ein Verfahren
wird daher an einem Beispiel aufgezeigt.

In diesem Kontext ist die “Multiresolution”™Analyse (MRA) so gedeutet, daf
ihre Basisfunktionen das Prozefigeschehen auf der mikroskopischen Ebene wie-
derspiegeln und aus diesem Geschehen durch Skalenverdnderung das Signal er-
zeugt wird. Die Gesetze, die das Prozekgeschehen beschreiben, sollten danach
Relationen zwischen den Unterrdumen der MRA darstellen, bei denen der Rota-
tionsoperator eine Rolle spielt. Auferdem konnte eine spezielle Relation zwischen
Unterrdumen hergeleitet werden, die mit der differenzierenden Eigenschaft zwi-
schen einigen Unterrdumen zusammenhéngt und durch eine Kommutatorrelation
formuliert werden kann.
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